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C : couple
B : densite´ de flux magne´tique
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x NOTATIONS
Introduction
En matie`re d’entraˆınement e´lectrome´canique, les achats industriels s’ori-
entent principalement vers les machines e´lectriques asynchrones. Ces types
de machines sont re´pute´s pour leur robustesse et leur entretien quasi nul.
Leur simplicite´ de conception en font des outils performants et e´conomiques.
Le proble`me de bruit de ces machines est loin d’eˆtre re´cent et il suffit
de se rapporter a` quelques ouvrages de re´fe´rence pour s’apercevoir qu’il est
traite´ depuis de nombreuses anne´es [Jordan50]. Les spe´cifications d’utilisa-
tion ont cependant e´volue´ ainsi que les modes d’utilisation. Les contraintes
e´conomiques poussent a` la re´alisation de machines de plus en plus compactes
et le´ge`res, ce qui ne favorise pas la re´duction du bruit. Il est e´galement de
plus en plus courant, non pas d’alimenter ces machines directement par un
re´seau polyphase´ mais a` l’aide d’une e´lectronique de puissance. Ce type
d’alimentation permet un controˆle plus fin de la machine ce qui donne la
possibilite´ de faire varier le couple et la vitesse de rotation. Cette associa-
tion machines - convertisseurs statiques de puissance se ge´ne´ralise d’autant
plus que l’e´lectronique de puissance progresse rapidement et que ses couˆts
diminuent.
Bien suˆr, ces e´volutions ne vont pas sans l’apparition de proble`mes ine´dits
en ce qui concerne le bruit et les vibrations. Ces nouvelles sources de bruit
acoustique sont ge´ne´ralement regroupe´es sous le terme de bruit d’origine
magne´tique1. Ces sources viennent en comple´ments de toutes les sources qui
font de´ja` l’objet de nombreuses e´tudes, telles que les bruits ae´rodynamiques,
l’excentricite´, les bruits de roulements. . .et dont nous ne parlerons pas dans
cette e´tude. Un isolement – capitonnage – de la machine est parfois mis
en place pour limiter les nuisances sonores mais il peut conduire a` des
proble`mes d’e´chauffement ou d’encombrement. Il est beaucoup plus per-
tinent d’e´viter l’e´mission acoustique en controˆlant a` la source le comporte-
ment vibro-acoustique de la machine, c’est-a`-dire en controˆlant les sources
de vibrations d’origine e´lectromagne´tique.
Depuis quelques anne´es, le laboratoire d’e´lectrome´canique de l’Univer-
site´ de Technologie de Compie`gne (LEC ) a oriente´ l’ensemble de ses acti-
vite´s de recherche autour d’un domaine de compe´tence unique : actionneurs
1et parfois, sous le terme impropre de bruit magne´tique
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2 INTRODUCTION
e´lectriques et syste`mes de motricite´ a` e´nergie embarque´e2. Ses activite´s de
recherche comportent en particulier deux the`mes :
1. conception, mode´lisation et optimisation d’actionneurs e´lectriques
2. interaction de l’e´lectronique de puissance et des machines e´lectriques
L’e´tude des nuisances acoustiques produites lors de l’association machine
- convertisseur constitue un e´le´ment essentiel pour la conception et l’op-
timisation d’actionneurs e´lectriques et plus encore dans les applications a`
e´nergie embarque´e ou` le crite`re bruit devient essentiel pour la diffusion de
la technologie.
Un convertisseur statique de puissance est un syste`me e´lectronique qui
permet d’appliquer une succession de cre´neaux de tension aux bornes de
la machine. Le motif de ces cre´neaux permet de controˆler en moyenne3 la
valeur des tensions applique´es a` la machine avec un bon rendement mais
aux prix d’une forte augmentation des harmoniques. Pour toute une gamme
de puissance de moteurs, ces harmoniques vont se situer dans la gamme des
fre´quences audibles (20 a` 20 kHz). Ces harmoniques de tension et de courant
vont eˆtre a` l’origine de champs magne´tiques parasites, sources ine´vitables de
vibrations et de bruit.
Dans ces conditions, la re´duction du bruit a` la source ne peut pas eˆtre
e´tudie´e par un unique spe´cialiste en vibro-acoustique car elle re´sulte de l’in-
teraction de diverses spe´cialite´s qui vont de la commande et e´lectronique de
puissance a` l’acoustique en passant par la conception e´lectrome´canique et la
caracte´risation vibratoire. Les domaines d’e´tudes successifs sont repre´sente´s
par le sche´ma de la Fig 1.
Fig. 1 – chaˆıne d’e´mission acoustique globale d’un ensemble machine
e´lectrique asynchrone-convertisseur statique de puissance
Le proble`me global est complexe et il est de´licat d’en cerner tous les
aspects. Le travail en commun de spe´cialistes de chaque domaine donnera de
bons re´sultats mais un e´lectrome´canicien ou un e´lectronicien de puissance
n’a pas force´ment la culture pour utiliser les travaux des spe´cialistes en
acoustique et re´ciproquement ces derniers ne maˆıtrisent par force´ment les
domaines de l’e´lectrotechnique au sens large. C’est pourquoi il est important
de dresser des passerelles entre ces deux domaines de compe´tences.
2ve´hicules e´lectriques, hybrides, alterno-de´marreurs. . .
3en moyenne pour un actionneur a` courant continu et en valeur fondamentale pour un
actionneur a` courant sinuso¨ıdal
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Notre travail consistera a` de´velopper des outils, a` la fois, simples et
suffisamment pre´cis, pour coupler la chaˆıne entie`re d’e´mission acoustique. Ce
travail doit, non seulement, permettre au concepteur de machine d’introduire
dans ces parame`tres la notion de bruit, mais e´galement, a` l’e´lectronicien de
puissance d’adapter sa strate´gie de commande et de conversion statique a` la
machine dans une perspective de re´duction du bruit. Ce travail est e´galement
l’occasion pour nous, e´lectrotechniciens, de rencontrer et de travailler avec
des spe´cialistes de vibro-acoustique. Le travail pre´sente´, oriente´ dans une
optique de conception est le re´sultat d’une premie`re e´tude mene´e dans notre
laboratoire. Sa synthe`se se pre´sentera sous la forme de cinq chapitres :
1. Analyse bibliographique pre´liminaire et orientation de l’e´tude
Ce chapitre va de´finir les limites et les objectifs de l’e´tude en nous
appuyant sur une analyse bibliographique. Celle-ci va nous permettre
de cerner les diffe´rents travaux de´ja` effectue´s sur le sujet et les solutions
qui ont e´te´ retenues pour maˆıtriser les nuisances sonores ge´ne´re´es lors
de l’association machine e´lectrique-convertisseur statique.
2. Me´thodologie propose´e pour traiter le proble`me
Ce chapitre est un expose´ synthe´tique des diffe´rents domaines de la
physique rencontre´s (cf. Fig. 1). Il permettra de de´gager les choix de
mode´lisation retenus afin de coupler tous ces domaines et de pouvoir
ainsi estimer le niveau de bruit en partant de la connaissance de la
strate´gie de conversion statique. Les diffe´rents choix seront repris en
de´tail dans chacun des chapitres suivants.
3. Conversion e´lectrome´canique d’e´nergie
Ce chapitre abordera tous les aspects purement e´lectrotechniques de
l’e´tude en de´crivant et mode´lisant la conversion d’e´nergie e´lectrome´cani-
que de la machine asynchrone. Pour cela, nous partirons des tensions
applique´es a` ses bornes et nous irons jusqu’a` la de´termination des
champs de force conduisant aux vibrations de la machine. Entre ces
deux extre´mite´s, il aura e´te´ ne´cessaire de de´terminer les courants dans
tous les conducteurs de la machine ainsi que les diffe´rents champs
magne´tiques pre´sents dans l’entrefer. Nous de´velopperons e´galement
le calcul des couples pulsants cre´e´s par cette machine.
4. Comportement vibratoire d’une structure statorique
Apre`s un rappel des techniques de mode´lisation pour les non-spe´cialistes
du domaine de la me´canique vibratoire, ce chapitre fera une synthe`se
des travaux existants sur la vibration des stators de machines e´lectriques.
Ceci nous permettra de de´velopper un mode`le de comportement na-
turel – libre – du stator puis a` l’aide des techniques de superposition
modale, nous estimerons le comportement force´ de cette structure sou-
mise aux efforts d’origine e´lectromagne´tique.
5. Rayonnement acoustique d’une structure statorique
De meˆme que dans le chapitre pre´ce´dent, celui-ci de´butera par un rap-
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pel des notions fondamentales d’acoustique line´aire. Nous de´velopperons
ensuite un mode`le de rayonnement acoustique adapte´ au comporte-
ment vibro-acoustique de la machine asynchrone. Nous ferons e´galement
un expose´ sur les principaux mode`les utilise´s dans la litte´rature.
Le nombre d’hypothe`ses e´tant ne´cessairement e´leve´, chacun des mode`les
propose´s sera ve´rifie´ expe´rimentalement.
Chapitre 1
Analyse bibliographique
pre´liminaire et orientation de
l’e´tude
La re´duction du bruit dans les machines e´lectriques est bien ante´rieure
a` l’apparition de l’ide´e meˆme d’alimenter la machine a` partir de semi–
conducteurs puisque H. Fritz re´digea un ouvrage sur ce the`me de`s 1921
[Fritz21] et Chapman traitait du bruit dans les machines asynchrones en
1922 [Chapman22]. Des articles de synthe`se e´taient publie´s de`s les anne´es
1930. On pourra remarquer l’excellent article et sa bibliographie comple`te de
Liwschitz en 1942 [Liwschitz42]. Certains ouvrages de re´fe´rences y sont
propose´s et l’on notera l’ouvrage de messieurs Arnold et Lacour datant
de 1909 [ArnoldLacour09]. . .
Il serait e´galement inconcevable de ne pas citer l’ouvrage de P.L. Al-
ger qui constitue encore aujourd’hui un e´le´ment de base pour l’e´tude du
bruit dans les machines asynchrones. Cet ouvrage, publie´ en 1951, avait, de
l’aveu meˆme de son auteur e´te´ envisage´ trente ans plus toˆt afin d’e´tablir une
synthe`se comple´te´e des travaux de messieurs Adams, Arnold, Behrend
et Steinmetz [Alger51].
Le bruit acoustique ge´ne´re´ par l’association machine-convertisseur est
plus re´cent. Ce phe´nome`ne a e´te´ e´tudie´ de`s la ge´ne´ralisation de l’utilisation
des convertisseurs e´lectroniques. La premie`re re´fe´rence traitant de l’asso-
ciation machine asynchrone-convertisseur est due a` P.L. Timar en 1977
[Timar77]. On remarquera e´galement l’ouvrage de S.J. Yang [Yang81] qui
effectue une synthe`se des travaux re´alise´s durant une quinzaine d’anne´e avec
A.J. Ellison. Celui-ci constitue une tre`s bonne base de de´part pour l’e´tude
du bruit dans les machines e´lectriques mais seule l’influence d’un convertis-
seur type commutateur de courant est envisage´e.
Le sujet demeure ne´anmoins d’une grande actualite´ comme le montre le
nombre d’articles publie´s re´cemment. Certains de ces auteurs remettent en
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question les normes de mesures actuelles [LisnerTimar99] ou proposent de
nouvelles grandeurs caracte´ristiques des machines e´lectriques (Noise versus
Harmonic Characteristics ) [KakuMiyashitaSone99].
1.1 Les strate´gie de modulation PWM et la re´duction
du bruit
L’e´tude des strate´gies de modulation PWM constitue un axe important
du LEC. Celui-ci, initie´ par J.P. Vilain au de´but des anne´es 80 s’est traduit
par une premie`re the`se [Friedrich86] qui proposait une strate´gie de mo-
dulation pour charge monophase´e permettant d’obtenir une onde de bonne
qualite´ avec une fre´quence de de´coupage faible. Cette strate´gie fut ensuite
ge´ne´ralise´e au controˆle d’un pont triphase´ [Lesbroussart97].
Une strate´gie de modulation consiste a` de´terminer au mieux les ordres de
commande d’interrupteurs en fonction d’une grandeur de consigne (tension
ou courant) a` injecter dans la charge (monophase´e ou triphase´e) afin d’op-
timiser un certain nombre de crite`res. L’exemple le plus courant consiste a`
optimiser la forme d’onde de sortie (spectre ou distorsion harmonique) pour
un stress minimal des composants1.
De nombreux autres crite`res peuvent e´galement eˆtre optimise´s : suppres-
sion des pe´riodes de conduction ou de blocage trop courtes, transition des
formes d’ondes sinuso¨ıdales vers des formes d’ondes rectangulaires, re´duction
du bruit. . .
Une des me´thodes de re´duction du bruit utilise´e par les e´lectroniciens de
puissance a longtemps e´te´ de travailler a` des fre´quences supe´rieures a` 20kHz,
c’est a` dire largement au-dessus de la gamme audible pour l’humain. Cette
me´thode, bien que tre`s efficace, sollicite de manie`re importante les compo-
sants. Ceci se traduit par des pertes en commutation importantes qui aug-
mentent la taille des dissipateurs et re´duisent la fiabilite´. Cette me´thode de-
meure, en outre, de´licate a` mettre en œuvre pour des puissances supe´rieures
a` 50kW et ceci meˆme avec des composants performants. La recherche de
strate´gies de commutation ge´ne´rant peu de bruits acoustique a` fre´quences
re´duites a donc e´te´ rapidement un axe de recherche pour les e´lectroniciens
de puissance.
1.2 Classification des strate´gies de modulation
Le nombre de strate´gies de modulation et de ses variantes est important
mais il est tout de meˆme possible d’en e´tablir une classification. Nous re-
prendrons celle propose´e par C. Lesbroussart [Lesbroussart97] qui est
1Un stress minimal correspond ge´ne´ralement a` une fre´quence de commutation re´duite
et un temps relativement long entre deux commutations successives.
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reproduite figure 1.1.
Fig. 1.1 – un classement des strate´gies MLI (PWM )
Cette classification est base´e entre autres crite`res, sur la structure du
modulateur (boucle ouverte ou boucle ferme´e) et les notions de modulation
avec porteuse ou sans porteuse. La notion de modulation vectorielle, ap-
proche globale de l’onduleur triphase´ en opposition avec le controˆle bras par
bras, y apparait e´galement clairement. Le rappel du principe de chacune de
ces familles de´passerait le cadre que nous nous sommes fixe´s mais le lecteur
inte´resse´ pourra se reporter a` [Lesbroussart97].
1.3 Les strate´gies de modulation qui visent a` ob-
tenir un faible bruit acoustique
La classification pre´ce´dente permet de mettre en e´vidence un parame`tre
essentiel dans la recherche de strate´gies de commutation peu bruyantes. Les
strate´gies avec porteuse se caracte´risent par un fonctionnement a` fre´quence
de de´coupage constante2 alors que les strate´gies sans porteuse sont ca-
racte´rise´es par un fonctionnement a` fre´quence variable donc un contenu
spectral e´tale´ (spread spectrum). Les strate´gies de modulation avec por-
teuse se caracte´risent par un ensemble de raies au voisinage de la fre´quence
de de´coupage et de ses multiples. Le bruit produit est donc monochroma-
tique (tonal) et est donc plus difficilement supportable par l’eˆtre humain. A`
contrario, les strate´gies sans porteuse se caracte´risent par un spectre e´tale´,
2ce qui fait apparaˆıtre un spectre a` composantes discre`tes
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le bruit est donc multi-fre´quence (harmonique) et est finalement plus facile-
ment supportable pour un niveau global identique3.
Cette remarque, bien que partiellement injustifie´e, a conduit ces dernie`res
anne´es a` un grand nombre de publications tout particulie`rement dans la
famille des modulations sans porteuse ale´atoires (Random Pulse Width Mo-
dulation). Il est a` noter que ces modulations ale´atoires ne sont pas les seules
a` pre´senter un spectre e´tale´. La strate´gie ∆Σ vectorielle de´veloppe´e au LEC
[VilainOtero95] ou du type optimal [GarciaLesbroussart95] pre´sente
ce type de caracte´ristiques mais font l’objet de moins de publications.
1.4 Les strate´gies de modulation ale´atoires visant
a` obtenir un faible bruit acoustique
Une grande diversite´ de techniques de modulation existent. La` encore,
il est possible d’en tenter une classification. On peut dicerner deux types
d’articles :
1. les articles visant a` modifier ale´atoirement une des grandeurs de mo-
dulation
2. les articles traitant des me´thodes de ge´ne´ration de la grandeur ale´atoire
On remarquera e´galement les articles de synthe`se d’une e´quipe danoise
[TrzynadlowskiBlaajbergO94] et de [BechPedersonBlaabjerg96].
L’ensemble de ces articles souffrent ne´anmoins d’un de´faut commun : ils
conside`rent que le fait d’avoir un spectre e´tale´ re´duit le niveau sonore.
Seul Bech et Blaajberg dans [BechPedersonBlaabjerg96] souligne
le de´faut essentiel de ces strate´gies qui consistent a` solliciter toutes les
fre´quences me´caniques du syste`me e´tudie´ et donc e´galement leurs re´sonances. . .
On notera finalement que le principe d’excitation par un signal ale´atoire
est parfois utilise´ par les me´caniciens pour de´terminer les fonctions de trans-
fert et donc les e´ventuelles re´sonances du syste`me me´canique.
1.5 Conclusion sur l’analyse bibliographique
La majorite´ des publications portant sur les strate´gies de modulation
visant a` la re´duction du bruit acoustique partent du fait qu’un spectre e´tale´
ge´ne`re un bruit acoustique re´duit. Si l’impression de bruit ge´ne´re´ par ce type
de strate´gie est effectivement plus supportable qu’un bruit purement tonal
(monochromatique), il n’en demeure pas moins vrai que le niveau global
n’est ge´ne´ralement pas re´duit. De plus, ces strate´gies pre´sentent le de´faut
majeur d’exciter la structure me´canique sur une large bande de fre´quence. Ce
de´faut peut ne pas en eˆtre un sur des structures me´caniques simples (banc de
3La notion de supportable ou non, renvoie ici aux notions qualitatives de psycho-
acoustique, cf. par exemple [Rabinowitz91], [Kryter85] ou [Lie´nardFranc¸ois83].
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test de laboratoire) mais peut tout aussi bien devenir catastrophique sur des
syste`mes complexes (ve´hicules ou chaˆıne de montage). Les e´tudes dissocient
ge´ne´ralement la partie me´caniques de la partie e´lectronique, ce qui semble
inopportun pour ce type de proble`me. Un nombre plus re´duit de publications
tente d’analyser le couplage machine-convertisseur dans une approche glo-
bale. Certains phe´nome`nes sont calcule´s de manie`re analytique et d’autres
nume´riques. R. Belmans, dont les travaux font re´fe´rences dans le domaine,
propose en 1991 une approche analytique dans laquelle les forces sont cal-
cule´es a` partir du contenu spectral du courant et des donne´es de la ma-
chine. La re´ponse me´canique (modes et fre´quences propres) est de´termine´e
nume´riquement [BelmansVerdyckGeysenFindlay91]. On remarquera,
plus re´cemment, des auteurs qui proposent l’utilisation du contenu spectral
du courant afin de re´duire l’effet des vibrations duˆes a` l’encochage rotor et
stator [CortonSawezynBelkhayatBrudny00].
De manie`re ge´ne´rale, la quasi totalite´ des articles cite´s re´duisent l’analyse
du bruit e´mis a` l’e´tude des vibrations statoriques ou bien mesurent la pres-
sion acoustique ge´ne´re´e en un point unique au voisinage imme´diat du stator
sans tenir compte des notions incontournables de directivite´ acoustique. Ces
approches sont la`-encore insuffisantes pour un caracte´risation acoustique de
l’ensemble machine–convertisseur.
1.6 Orientation de l’e´tude a` l’issue de l’analyse bi-
bliographique pre´liminaire
Comme il a e´te´ pre´cise´ dans l’introduction, le travail pre´sente´ s’inscrit
dans une optique de pre´-dimensionnement d’un ensemble machine associe´e a`
son convertisseur statique. Malgre`s la tre`s grande diversite´ des strate´gies de
modulation, leurs performances (tant que les phe´nome`nes sont conside´re´s
comme stationnaires) peuvent eˆtre exprime´s en terme de spectre (a` com-
posantes discre`tes ou continues). Le pre´dimensionnement interdit toute so-
lution nume´rique lourde car de telles me´thodes imposent de disposer d’un
mode`le d’ores et de´ja` e´tabli. Les couplages nume´riques entre les diffe´rents do-
maines (e´lectromagne´tisme–vibrations–acoustique) ne sont pas encore par-
faitement de´veloppe´s. L’e´tude acoustique ne peut se re´sumer en une e´tude vi-
bratoire. Un mode`le simple devra permettre d’estimer le passage des donne´es
vibratoires vers le rayonnement acoustique de l’ensemble.
1.7 Choix effectue´s pour la suite de l’e´tude
1. les strate´gies de commutation seront caracte´rise´es par le spectre de ten-
sion applique´e sur une phase. Cette approche permet la mode´lisation
de l’ensemble des strate´gies existantes sous re´serve de disposer d’un
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mode`le performant de la machine asynchrone permettant d’en de´duire
les courants.
2. nous nous interdirons tout recours a` des solutions nume´riques lourdes
de type e´le´ments finis sauf pour valider des mode`les et re´sultats ana-
lytiques afin de conserver un mode`le souple de pre´-dimensionnement.
3. nous tenterons d’e´tablir une mode´lisation acoustique et non seulement
vibratoire du processus.
4. le nombre d’hypothe`ses ne´cessaires a` une telle approche e´tant impor-
tant, une validation expe´rimentale effectue´e en chambre sourde tentera
de valider les mode`les propose´s.
Chapitre 2
Me´thodologie propose´e pour
traiter le proble`me
Les me´thodes de calcul par e´le´ments finis (E.F.) sont de plus en plus
utilise´es en mode´lisation dans des domaines aussi varie´s que le dimensionne-
ment e´lectrome´canique, le domaine vibratoire ou bien encore l’acoustique.
Cependant, de par la taille et les temps de calculs mis en jeu, cet outil
n’est pas force´ment adapte´ au pre´-dimensionnement des actionneurs e´lectro-
me´caniques et de leurs alimentations. Des tentatives prometteuses de cou-
plage par E.F. entre plusieurs domaines de la physique commencent a` voir
le jour 1 mais ces me´thodes restent encore l’apanage des spe´cialistes en
mode´lisation. Notre travail, certainement plus modeste, consiste a` concevoir
un outil simple et ne´anmoins efficace d’aide a` la conception d’ensemble ma-
chine – convertisseur qui permettrait d’e´valuer le niveau sonore en fonction
du type d’alimentation retenue. Notre approche s’appuie sur un outil utilise´
depuis longtemps dans la re´solution des proble`mes re´gis par des e´quations
aux de´rive´es partielles : l’approche de Fourier. Cette technique consiste a`
projeter les variables dans l’espace fre´quentiel (dans notre cas, projection
des variables temps et espace). Cette projection permet de faire facilement
des filtrages et ainsi de ne faire apparaˆıtre que les e´le´ments importants ce
qui est vital pour le pre´-dimensionnement d’un ensemble complexe.
2.1 Prise en compte du convertisseur
Le dimensionnement d’un actionneur e´lectrotechnique se limite ge´ne´rale-
ment a` la machine seule bien que cette dernie`re soit maintenant prati-
quement toujours associe´e a` un convertisseur statique. Les difficulte´s de
mode´lisation proviennent du fait que les constantes de temps mises en jeu
1Notons la prise en compte du convertisseur dans le calcul e´lectrome´canique par E.F.
de [ItoKawabataTajima97] ou bien encore le couplage E.F. magne´to-me´cano-acoustique
de´veloppe´ par [BauerHenneberger99]
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dans les diffe´rents domaines (e´lectronique de commutation, phe´nome`nes
magne´tiques quasi-statiques, e´volution thermique) peuvent eˆtre comple`tement
diffe´rentes, ce qui rend les calculs longs et impre´cis. Une approche fre´quentielle
permet de ne conserver que les parame`tres de grande importance.
Le convertisseur est l’e´le´ment qui permet d’appliquer une tension a` la
machine. Ainsi sa prise en compte au niveau fre´quentiel conduit a` appli-
quer non pas une consigne (en re´gime permanent) mais tout un spectre de
tension re´sultant du convertisseur et de sa strate´gie de modulation (pleine
onde, PWM a` e´chantillonnage naturel, synchrone, asynchrone, optimise´,
ale´atoire.. .). Les diffe´rentes strate´gies ayant e´te´ traite´es au chapitre 1, dans
la suite de nos travaux, nous utiliserons la strate´gie de de´coupage a` e´chantil-
lonnage naturel synchrone que nous prendrons en compte via son spectre de
tension simple qui est bien connu des e´lectroniciens de puissance. La fi-
gure 2.1 repre´sente ce spectre pour une consigne sinuso¨ıdale de 9 V rms et
de fre´quence 50 Hz en utilisant une strate´gie de de´coupage a` e´chantillonnage
naturel pour une fre´quence de de´coupage de 1500 Hz.
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Fig. 2.1 – spectre de tension re´sultant d’une conversion statique PWM
2.2 Conversion e´lectrome´canique
Pour conserver l’approche fre´quentielle, nous avons utilise´ la the´orie dite
des champs tournants (Winding Field Theorie) qui consiste a` mode´liser
les diffe´rents champs magne´tiques cre´e´s comme la superposition de champs
harmoniques e´le´mentaires qui tournent dans l’entrefer de la machine. Cette
the´orie, couramment utilise´e en e´lectrotechnique, ne´cessite quelques hypothe`ses
de line´arite´ (comme la non saturation des mate´riaux magne´tiques). Ces hy-
pothe`ses peuvent eˆtre critiquables, il n’en reste pas moins qu’au stade du
pre´-dimensionnement, elles sont acceptables.
L’utilisation de cette the´orie ne´cessite cependant la connaissance des cou-
rants qui circulent dans les diffe´rents enroulements (de meˆme qu’un calcul
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magne´tostatique par e´le´ments finis). Mais la strate´gie de conversion sta-
tique ne fixe pas les courants mais les tensions. Il sera donc ne´cessaire de
de´velopper un mode`le de sche´ma e´lectrique complet qui permette d’abord
d’e´valuer les spectres des courants dans les bobinages statoriques et roto-
riques puis de pouvoir calculer les champs tournants. Les diffe´rents courants
et champs magne´tiques devront tenir compte des harmoniques de temps
(tension), des harmoniques d’espace (re´partition des bobinages) ainsi que
de la variation de perme´ance (ouverture des encoches)2.
La connaissance des diffe´rents champs tournants nous permettra de de´finir
les couples moyens et pulsants par interaction des champs statoriques et ro-
toriques [Chatelain83] ainsi que des efforts radiaux de´termine´s a` l’aide du
tenseur de Maxwell [HellerHamata77]. A` tous les stades de la mode´lisation,
nous pouvons toujours nous ramener a` une nouvelle combinaison de champs
tournants harmoniques (par utilisation des relations trigonome´triques) et
c’est ainsi que nous mode´liserons les efforts e´lectromagne´tiques radiaux a`
l’origine de bruits et de vibrations comme une superposition d’efforts har-
moniques radiaux tournant dans l’entrefer.
La figure 2.2 donne un exemple d’un spectre de tension applique´e ainsi
que du courant re´sultant qui circule dans une phase de stator d’une machine
e´lectrique.
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Fig. 2.2 – spectre de tension re´sultant d’une conversion statique PWM et
courant statorique absorbe´ par la machine (Echelle exprime´e en dB et niveau
max fixe´ a` 40dB)
Au niveau des champs tournants qui traversent l’entrefer (force magne´to-
motice, intensite´ magne´tique, densite´ de flux magne´tique, densite´ d’effort),
2Les sche´mas que nous de´veloppons sont des versions enrichies des sche´mas e´lectriques
qu tiennent comptes des harmoniques d’espace que l’on trouve par exemple dans
[Alger51] et [ChavernozPasdeloup69]
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ces champs tournants de´pendent des variables espace et temps. Leurs spectres
doivent donc de´pendre du rang de temps et du rang d’espace. Ceci nous
conduit naturellement a` utiliser un spectre en deux dimensions pour repre´sen-
ter le contenu spectral de ces diffe´rents champs 3. La premie`re dimension
repre´sente le classique spectre temporel alors que la seconde repre´sente le
spectre d’espace c’est-a`-dire l’allure spatiale du champ tournant (c.f. fi-
gure 2.3).
Fig. 2.3 – allure spatiale des champs tournants harmoniques pour un rang
d’espace (nombre d’onde) variant de 0 a` 3
C’est ainsi qu’a` un rang d’espace m et un rang de temps nω de notre
spectre deux dimensions correspondra un champ harmonique cos(nωt+mθ)
– ou` plutoˆt ej(nωt+mθ) avec la notation exponentielle –, tournant dans l’en-
trefer a` la vitesse Ω = nωm . Ceci dans le cas de la machine utilise´e pour
construire la figure 2.2 conduit a` un spectre deux dimensions de la pression
me´canique exerce´e sur le stator (Maxwell Stress Tensor) repre´sente´ par la
figure 2.4.
Pour plus de de´tails, sur l’analyse spectrale et sur les notions de champs
harmoniques, le lecteur pourra se reporter a` l’annexe A.
2.3 Comportement me´canique et vibratoire
A` l’aide de la mode´lisation e´lectrome´canique e´voque´e a` la section 2.2,
nous de´terminons les efforts radiaux comme une superposition de champs
3Cette notion de spectre deux dimensions est tre`s utilise´e en acoustique pour
de´crire les phe´nome`nes d’ondes progressives ou stationnaires, on la retrouve e´galement
dans quelques travaux relatif au sujet aborde´ dans ce me´moire, par exemple dans
[MikamiIdeTakahashi99]
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Fig. 2.4 – spectre deux dimensions du tenseur de Maxwell (temps et espace)
tournants harmoniques. Les vibrations (et donc le bruit) ge´ne´re´es par une
machine e´lectrique vont eˆtre re´duites de manie`re significative si les forces
produites pendant le fonctionnement normal ne peuvent exciter de re´sonances
me´caniques du stator. Ainsi, une de´termination pre´cise des caracte´ristiques
et fre´quences de re´sonance du stator des machines semble pour le moins
ine´vitable. En ayant a` sa disposition un mode`le de comportement vibratoire,
le concepteur pourra estimer le niveau de vibration et optimiser sa concep-
tion de machine et de convertisseur dans la perspective de re´duction du bruit
et des vibrations. En regard de l’allure des efforts re´sultant de la conversion
e´lectrome´canique (champs tournants sinuso¨ıdaux), la me´thode qui apparait
imme´diatement comme la plus adapte´e semble eˆtre la me´thode de super-
position modale. Un rappel du principe de cette me´thode de mode´lisation
me´canique permettra d’e´tayer cette affirmation.
2.3.1 Notions d’analyse et de superposition modales
Dans cette sous-section, nous allons expliquer les fondements de l’analyse
modale et en quoi elle parait bien adapte´ a` notre cas d’e´tude. Pour introduire
les notions nouvelles pour les e´lectrotechniciens, nous partirons d’un syste`me
discret simple que nous e´tudierons d’abord sans amortissement puis avec.
Nous ge´ne´raliserons ensuite au cas d’un syste`me continu.
Mise en e´quation d’un syste`me a` deux degre´s de liberte´ (2 DDL)
Les structures me´caniques re´elles sont analyse´es de manie`re courante en
utilisant un mode`le de syste`mes vibratoires comportant de multiples degre´s
de liberte´. Ainsi, les proprie´te´s d’un syste`me continu peuvent eˆtre simule´es
avec le de´gre´ de pre´cision voulu en le remplacant par un systeme approchant
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ayant un nombre fini de degre´s de liberte´ (syste`me discret ou discre´tise´).
En partant de l’exemple d’un syste`me a` deux degre´s de liberte´ repre´sente´
sur la Fig 2.5, nous de´velopperons la construction des e´quations du mouve-
ment.
Fig. 2.5 – exemple d’un syste`me discret a` deux degre´s de liberte´
Pour ce syste`me, les e´quations du mouvement peuvent eˆtre obtenues,
soit en utilisant le principe de Newton – d’Alembert –, soit en utilisant
le principe de Hamilton – les e´quations de Lagrange.
1. Newton :
∑
f = m · γ, d’Alembert : ∑ f + finertie = 0. Pour
chacune des deux masses du syste`me, en utilisant l’un ou l’autre de
ces principes, nous trouvons :
m1 · x¨1 + (c1 + c2) · x˙1 − c2 · x˙2 + (k1 + k2) · x1 − k2 · x2 = f1 (2.1)
m2 · x¨2 + (c2 + c3) · x˙2 − c2 · x˙1 + (k2 + k3) · x2 − k2 · x1 = f2 (2.2)
ce qui peut s’e´crire de manie`re matricielle :(
m1 0
0 m1
)
·
{
x¨1
x¨2
}
+
(
c1 + c2 −c2
−c2 c2 + c3
)
·
{
x˙1
x˙2
}
+
(
k1 + k2 −k2
−k2 k2 + k3
)
·
{
x1
x2
}
=
{
f1
f2
}
(2.3)
[m]{x¨}+ [c]{x˙}+ [k]{x} = {f} (2.4)
2. Hamilton : δA = δ
( ∫ t2
t1
L dt
)
= 0, e´quations de Lagrange. Pour
utiliser ces principes, il est ne´cessaire de de´velopper des fonctionnelles
d’e´nergie :
(a) e´nergie cine´tique :
T = 1
2
·m1 · x˙21 +
1
2
·m2 · x˙22 (2.5)
=
1
2
· {x˙}T · [m] · {x˙} (2.6)
2.3. COMPORTEMENT ME´CANIQUE ET VIBRATOIRE 17
(b) e´nergie potentielle :
V = 1
2
· k1 · x21 +
1
2
· k2 · (x2 − x1)2 + 1
2
· k3 · x22 (2.7)
=
1
2
· {x}T · [k] · {x} (2.8)
(c) fonction de dissipation :
D = 1
2
· c1 · x˙21 +
1
2
· c2 · (x˙2 − x˙1)2 + 1
2
· c3 · x˙22 (2.9)
=
1
2
· {x˙}T · [c] · {x˙} (2.10)
Ces trois fonctions conduisent aux meˆmes e´quations que (2.4), si nous
utilisons les e´quations de Lagrange solution du proble`me de minimi-
sation de Hamilton dans le cas ou` apparait une fonction dissipative
[GeradinRixen96] [Lesueur88]. qi repe´sente une des coordonne´es
ge´ne´ralise´es – x1 ou x2 dans notre exemple :
− d
dt
(∂T
∂q˙i
)
+
∂T
∂qi
− ∂V
∂qi
− ∂D
∂q˙i
+ fi = 0 (2.11)
On obtient alors :(
m1 0
0 m1
)
·
{
x¨1
x¨2
}
+
(
c1 + c2 −c2
−c2 c2 + c3
)
·
{
x˙1
x˙2
}
+
(
k1 + k2 −k2
−k2 k2 + k3
)
·
{
x1
x2
}
=
{
f1
f2
}
(2.12)
L’une ou l’autre de ces deux me´thodes peuvent eˆtre utilise´es pour obte-
nir les e´quations de n’importe quel syste`me discret ou discre´tise´ – syste`me
continu que l’on discre´tise plus ou moins en fonction de la pre´cision re-
cherche´e.
Analyse et superposition modale d’une structure conservative
Dans un premier temps, nous allons e´tudier le cas d’un syste`me sans
amortissement. L’analyse du syste`me discret peut se poser sous forme ma-
tricielle :
[m]{x¨}+ [k]{x} = {f} (2.13)
ou` {x} correspond aux vecteurs des coordonne´es ge´ne´ralise´es du syste`me
discre´tise´. Lorsque l’on veut re´soudre un tel syste`me, la difficulte´ vient du
couplage entre les diffe´rentes coordonne´es du syste`me car les diffe´rentes ma-
trices sont en ge´ne´ral pleines – non diagonales. Si ce syste`me pouvait eˆtre
18 CHAPITRE 2. ME´THODOLOGIE
de´couple´, on obtiendrait des matrices diagonales pour la masse et la raideur
ainsi chaque e´quation (ligne du syste`me d’e´quation) deviendrait similaire a`
un syste`me a` un seul degre´ de liberte´ inde´pendant des autres. Le processus
consistant a` transformer le syste`me couple´ en un jeu d’e´quations de´couple´es
est appele´ l’analyse modale [Ewins84].
Pour re´soudre cette e´quation pour des petites oscillations libres, c’est-a`-
dire en partant de l’e´quation (2.13) sans excitation :
[m]{x¨}+ [k]{x} = 0 (2.14)
Nous cherchons une solution particulie`re dans laquelle toutes les coordonne´es
ge´ne´ralise´es suivent, a` une constante pre`s, la meˆme loi temporelle :
x = X · φ(t) (2.15)
X est un vecteur de constantes constituant ce que l’on appelle la forme
propre du mouvement4. En remplac¸ant cette solution dans l’e´quation (2.14),
on obtient :
φ¨(t) · [m]{X}+ φ(t) · [k]{X} = 0 (2.16)
Soit encore, l’e´galite´ :
[k]{X}= − φ¨(t)
φ(t)
· [m]{X} (2.17)
Comme [m] et [k] sont non-nulles et que cette e´quation doit eˆtre ve´rifie´e
quel que soit t, les seules solutions non-triviales conduisent a` :
− φ¨(t)
φ(t)
= λp (2.18)
et
[k]{X} = λp · [m]{X} (2.19)
Pour des raisons de stabilite´ de la solution, on peut montrer que λp est
force´ment re´elle et positive. Posons λp = ω
2.
1. l’analyse de φ¨(t) + ω2 · φ(t) = 0 ne´cessite une de´pendance harmonique
de φ(t) par rapport a` la variable t :
φ(t) = A · cos(ωt) +B · sin(ωt) (2.20)
4propre dans le sens que le rapport de deux coordonne´es est inde´pendant du temps et
toujours e´gal au rapport des e´le´ments correspondants de X [GeradinRixen96]
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2. l’analyse de [k]{X} = ω2 · [m]{X} nous conduit a` re´soudre le proble`me
([k] − ω2 · [m]) · {X} = 0 qui n’est autre qu’un proble`me de valeurs
propres. L’e´quation det([k] − ω2 · [m]) = 0 est appele´e l’e´quation aux
valeurs propres w2i . Les vecteurs Xi sont les vecteurs propres – ou
modes propres – associe´s a` chacunes des valeurs propres ω2i . Le nombre
de valeurs propres est e´gal a` la dimension N de {X} donc au nombre
de coordonne´es ge´ne´ralise´es.
Intuitivement, la recherche des vecteurs propres va revenir a` trouver la base
qui diagonalise le syste`me (2.14). On pourra obtenir les solutions de ce
syste`me, non pas en re´solvant en bloc ce syste`me couple´ d’ordre N mais
en re´solvant un syste`me e´quivalent de N syste`mes d’ordre un de´couple´s. La
base des N vecteurs propres X est une base comple`te dans laquelle, il est
possible d’exprimer les solutions x. En appelant η les coordonne´es dans la
base modale :
{x} = [X ]{η} (2.21)
ou` [X ] = [X1 X2 · · ·XN ] est appele´ la matrice modale, {Xi} est le vecteur
des de´forme´es modales – vecteur propre – et enfin {η} est le vecteur des
coordonne´es modales. Finalement, en reportant dans (2.14), nous trouvons :
[m][X ]{η¨}+ [k][X ]{η}= {f} (2.22)
En pre´-multipliant les deux cote´s de l’e´quation (2.22) par la transpose´e
de la matrice modale, [X ]T et en utilisant les proprie´te´s d’orthogonalite´ de
la matrice modale qui se traduisent par les relations 5 :
[X ]T [m][X ] = [Mi] (2.23)
[X ]T [k][X ] = [Ki]
avec [Mi] et [Ki] matrices diagonales, on obtient le jeu d’e´quations inde´pendantes
suivant :
[Mi]{η¨}+ [Ki]{η} = [X ]T{f} = {F} (2.24)
Nous nous ramenons donc a` un syste`me compose´ deN e´quations diffe´rentielles
inde´pendantes, chacunes traduisant le mouvement d’un syste`me a` un degre´
de liberte´ (Mii, Kii), excite´ par une force ge´ne´ralise´e Fi. On sait qu’un vec-
teur propre est de´fini a` une constante pre`s, en choisissant judicieusement
cette constante, on peut s’arranger pour obtenir [Mi] e´gale a` la matrice iden-
tite´. On dit alors que l’on a normalise´ les vecteurs par rapport a` la masse
5Pour la de´monstrations de ces proprie´te´s, nous renverrons le lecteur aux ouvrages
classiques de me´caniques vibratoire [TimoshenkoYoungWeaver74] [Meirovitch97]
[GeradinRixen96]
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(cf. [TimoshenkoYoungWeaver74]). On obtient le syste`me suivant pour
chaque indice i :
η¨i + ω
2
i · ηi = Fi (2.25)
La re´ponse de de´placement modal – sur chacun des modes – correspond a`
la fonction de re´ponse d’un syste`me du second ordre. Sous excitation har-
monique, la re´ponse d’un tel syste`me est bien connue, elle correspond a` la
re´ponse reporte´e a` la Fig 2.6 pour un amortissement nul (ε = 0).
Fig. 2.6 – fonction de re´ponse en fre´quence (amplitude et phase) pour un
syste`me du second ordre a` un degre´ de liberte´
Cette approche permet de traiter le proble`me en deux temps :
1. e´viter les co¨ıncidences fre´quentielles entre la fre´quence propre d’un
mode et les forces projete´es sur ce mode – forces modales. Cette co¨ınci-
dence conduirait a` une forte re´sonance, limite´e seulement par l’amor-
tissement de la structure et on sait qu’une structure telle qu’un stator
est tre`s faiblement amortie. Cette premie`re action permettra de re´duire
fortement les sources de bruits puisque ces co¨ıncidences correspondront
aux de´placements maximaux donc aux vibrations maximales6.
2. le deuxie`me temps consistera a` pre´de´terminer les sources de bruits
re´siduelles – hors re´sonances. Dans ce cas, l’amortissement joue un
roˆle faible dans la re´ponse comme on peut l’observer sur la Fig 2.6,
suffisamment loin de la re´sonance.
Pour connaˆıtre la re´ponse dans la base initiale, c’est-a`-dire dans la base
des coordonne´es initiales {x}, il suffit de ramener les coordonne´es {η} cal-
6on notera que le calcul exacte des re´ponses proches d’une re´sonance ne´cessite la
de´termination des coefficients d’amortissements. Ceci sera traite´ a` la sous-section suivante
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cule´es par re´solution de (2.25) de la base modale vers la base initiale, c’est-
a`-dire en utilisant l’e´quation inverse de (2.21) qui devient :
{η} = [X ]−1{x} (2.26)
Analyse et superposition modales d’une structure dissipative
Partons maintenant de l’e´quation dynamique avec amortissement :
[m]{x¨}+ [c]{x˙}+ [k]{x} = {F} (2.27)
Le comportement d’un tel syste`me est beaucoup plus complexe que le pre´ce´dent,
pour une e´tude plus comple`te, on pourra se reporter a` [GeradinRixen96]
p 95.
Conservons ωi, Xi et ηi les valeurs, vecteurs et coordonne´es modales du
proble`me sans amortissement. Si nous reconstruisons l’e´quation modale a`
partir de ces parame`tres, nous obtenons :
[Mi]{η¨}+ [X ]T [c][X ]{η˙}+ [Ki]{η} = {F} (2.28)
En normalisant par rapport a` la masse, on obtient pour chaque indice i :
η¨i +
N∑
j=1
Xi · cij ·Xj
Mii
· η˙i + ω2i · ηi = Fi (2.29)
Du fait que les amortissements peuvent eˆtre re´partis d’une manie`re tre`s
diffe´rente des masses et des raideurs, les coefficients Xi · cij · Xj sont en
ge´ne´ral non nuls, ce qui fait que l’approche modale perd beaucoup de son
sens puisque les e´quations modales restent couple´es par les termes d’amor-
tissements. Les seules me´thodes de re´solution de l’e´quation (2.27) sont alors
les me´thodes d’inte´grations directes de ces e´quations du mouvement. Si nous
voulons continuer a` utiliser les me´thodes modales, nous sommes contraints
d’utiliser l’hypothe`se d’amortissement diagonal qui n’est possible que dans
la cas d’un amortissement faible.
Pour cela, nous partons de l’hypothe`se que les forces de dissipation sont
re´parties comme les forces d’inertie ou les forces e´lastiques, ce qui revient a`
ne´gliger les termes Xi · cij ·Xj lorsque i 6= j. On obtient alors une matrice
d’amortissement diagonale. Cette hypothe`se ne repose sur aucune justifi-
cation physique mais il peut eˆtre montre´ qu’elle est cohe´rente avec l’hy-
pothe`se d’une structure faiblement dissipative (cf. [GeradinRixen96] pour
la de´monstration). En notant [Ci] la matrice ne contenant que les termes
diagonaux de [X ]T · [c] · [X ], on se rame`ne au syste`me :
[Mi]{η¨}+ [Ci]{η˙}+ [Ki]{η} = {F} (2.30)
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qui correspond a` N syste`mes a` un degre´ de liberte´ de´couple´s du second ordre
en temps. La manie`re classique pour construire cette matrice d’amortisse-
ment diagonale dans la base des modes propres consiste a` re´aliser une somme
ponde´re´e des termes de masses et de raideurs, ceci est appele´ l’amortissement
proportionnel.
c = a · k + b ·m (2.31)
Analyse et superposition modale d’une structure continue
Dans les deux sous-sections pre´ce´dentes, nous nous sommes inte´resse´s
aux structures discre`tes ou discre´tise´es car une structure continue peut sou-
vent eˆtre ramene´e a` une structure discre`te e´quivalente. Parfois, il existe
des cas ou` l’on pre´fe`re travailler directement avec des structures conti-
nues, soit parce que nous connaissons des solutions, soit parce que nous
travaillons avec des me´thodes variationnelles qui sont bien adapte´es a` ce
genre de proble`mes. Dans le cas ou le nombre de degre´s de liberte´ ten-
drait vers l’infini, le proble`me discret tend vers celui d’un proble`me continu,
ainsi, les principes de la me´thode d’analyse modale vont rester valides pour
une structure continue. Pour obtenir les e´quations du mouvement, on part
ge´ne´ralement de conside´rations e´nerge´tiques mais pour des cas simples,
on peut e´galement partir du principe de Newton ou de d’Alembert.
L’e´quation du mouvement ne prend pas force´ment la forme de l’e´quation
(2.4) mais fait ge´ne´ralement intervenir un ope´rateur d’espace traduisant le
type de de´formations rencontre´es (extension, flexion. . .). Cet ope´rateur peut
eˆtre d’ordre deux (e´longation pure), quatre (flexion pure) ou autre (compor-
tements couple´s). Quelques exemples seront traite´s au chapitre 4 et C.
En conside´rant les solutions comme harmoniques en temps, on obtient
une e´quation des fre´quences a` nombre infini de solutions – analogue au
proble`me de valeurs propres discret. Une fois, les valeurs et vecteurs propres
de´termine´s, nous les utilisons comme base de projection pour de´coupler les
e´quations du mouvement. Pour un syste`me continu, la projection ne peut
eˆtre obtenue par des matrice de changement de base – matrices modales –
mais ceci est re´alise´ par un produit scalaire entre l’e´quation du mouvement
et chacun des modes propres7. Bien que dans la forme, les techniques soient
diffe´rentes du cas discret, sur le fond, les cas discrets et continus d’analyse
et de superposition modales sont comple´tement analogues.
7un produit scalaire continu entre une fonction f et g sur un domaine S peut eˆtre
calcule´ par l’inte´grale
∫
S
f · g dS. On utilise alors des outils type calculs des variations ou
travaux virtuels
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2.3.2 Synthe`se des techniques d’analyse et de superposition
modale
Pour terminer cette section, il nous a semble´ inte´ressant de citer un
paragraphe de Mr C. Lesueur, spe´cialiste franc¸ais des vibrations, qui, dans
son ouvrage [Lesueur88], fait une tre`s bonne description de l’inte´reˆt que
peuvent apporter les techniques d’analyse modale :
Pourquoi passer dans la base propre, ce qui alourdit la de´marche ?
Au stade projet, cette me´thodologie a l’avantage de faire ap-
paraˆıtre les de´placements propres a` chaque configuration et les
pulsations propres ; il est donc possible d’e´viter les re´sonances
si l’excitation est connue ou de placer les forces excitatrices aux
endroits ou` le vecteur propre est voisin de ze´ro (nœuds de vi-
brations). De sorte que sans faire de calculs de re´ponse, l’ob-
tention du sche´ma modal (fre´quences propres, vecteurs propres
et caracte´ristiques ge´ne´ralise´es Mii, Kii, Cii), rend possible une
action souvent de´cisive.
Cette technique a de´ja` e´te´ utilise´e en e´le´ments finis pour le calcul des vi-
brations de machines e´lectriques [VerdyckBelmans94] [Lefe`vre97], nous
tenterons d’en de´velopper une version analytique qui nous permettra de
de´terminer la re´ponse dynamique de la structure sur chacune des coor-
donne´es modales sans avoir a` inverser tout le syste`me (2.4).
Pour tenir compte de l’amortissement complet, la seule me´thode exacte
est la me´thode d’inte´gration directe. Au niveau conception, la me´thode
modale est beaucoup plus pertinente, c’est donc cette dernie`re que nous
devrons utiliser. Les matrices d’amortissement doivent alors utiliser l’hy-
pothe`se d’amortissement proportionnel qui est acceptable puisque les amor-
tissements sont faibles dans les structures statoriques. A` ce stade, Il est
ne´cessaire de remarquer que les amortissements ne peuvent bien souvent
eˆtre de´termine´s qu’expe´rimentalement, ce qui rend leurs utilisations lors de
la conception tout a` fait impossible.
La grande force de nos travaux est que l’on va tenter de controˆler
l’emplacement des excitations8. Ainsi, si nous sommes en mesure de pla-
cer les excitations suffisament loin de chaque fre´quence propre, la re´ponse a`
chacun de ces efforts dans la base modale sera relativement inde´pendantes
des amortissements (cf. Fig 2.6), nous pourrons alors estimer la re´ponse
dynamique en ne´gligeant les amortissements.
8par un controˆle du convertisseur statique et de toute la chaˆıne de conversion
e´lectrome´canique
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2.4 De´veloppement d’un mode`le de rayonnement
Notre e´tude ne s’inte´ressera qu’au rayonnement direct du stator bien
qu’il soit de´montre´ de plus en plus souvent qu’une part importante du bruit
provient de la transmission des vibrations aux e´le´ments environnants (baˆtis,
fixations. . .) qui rayonnent a` leur tour. Ce bruit indirect connu sous le nom
de bruit solidien ou d’origine solidienne (structure borne sound) ne sera
pas pris en compte dans cette e´tude9.
Diffe´rents mode`les ont e´te´ propose´s pour approcher le rayonnement d’un
stator de machine e´lectrique. Le choix entre les diffe´rents mode`les de´pend
en grande partie de la ge´ome´trie de la machine. Ainsi,
1. pour les machines cylindriques et longues, nous pouvons conside´rer
que le stator rayonne comme un cylindre de longueur infini. C’est, par
exemple,ce qui a e´te´ propose´ par [Alger51].
2. pour les machines courtes, nous pouvons conside´rer, que le stator
rayonne comme une sphe`re pulsante, c’est par exemple ce qui a e´te´
propose´ par [Jordan50].
3. dans un cas interme´diaire, nous pouvons conside´rer le moteur comme
un cylindre d’une certaine longueur comme le mode`le propose´ par
[Yang81]
4. finalement, nous pouvons mode´liser la ge´ome´trie comple`te et donc le
rayonnement en utilisant des techniques de calculs variationnels sim-
plifie´s (distributions de dipoˆles et monopoˆles) [GabsiLoyauLovat99].
Si nous voulons conserver notre approche analytique (dans l’optique
de pre´-dimensionnement), le rayonnement du stator devra eˆtre approche´
par des formes rayonnantes simples : cylindres, sphe`res,. . ., soumis a` une
superposition de vibrations sinuso¨ıdales en temps et en espace (le long
de la pe´riphe´rie). La pression acoustique sera de´termine´e en re´solvant une
e´quation des ondes, soit en coordonne´es cylindriques, soit en coordonne´es
sphe´rique suivant le mode`le retenu10. Pour notre part, nous de´velopperons
des mode`les en coordonne´es cylindriques.
La solution qui nous inte´resse correspond a` un rayonnement en champ
libre cause´ par les vibrations de la surface du stator. Ce choix fixe les deux
conditions aux limites qui vont nous permettre de trouver la valeur de la
pression acoustique et de la vitesse particulaire.
1. la vitesse vibratoire est e´gale a` la vitesse acoustique (particulaire) a` la
pe´riphe´rie du cylindre.
9Quelques e´tudes de ce type de bruit commencent cependant a` voir le jour pour des
machines e´lectriques : [DibHenrioHubert+00]
10Quelques mode`les de rayonnement simples peuvent eˆtre trouver dans les ouvrages
classiques tels que [CremerHecklUngar88] ou` [JungerFeit72]
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2. application de la condition de rayonnement de Sommerfeld (rayonne-
ment en champ libre = pas de re´flexion).
2.5 Conclusion sur la me´thodologie
Dans ce chapitre, nous nous sommes attache´s a` choisir des outils qui
seront, non seulement, utilisables en pre´-dimensionnement mais qui doivent
e´galement eˆtre bien adapte´s au couplage des diffe´rents phe´nome`nes e´tudie´s.
Notre approche s’est donc naturellement porte´e sur une approche de Fourier
applique´e a` chacun des domaines :
1. utilisation des spectres de tension pour repre´senter le convertisseur.
2. utilisation d’un sche´ma e´lectrique e´quivalent et d’une mode´lisation par
champs tournants harmoniques pour la conversion d’e´nergie e´lectro-
me´canique.
3. utilisation des techniques de superpositions modales pour la partie
me´canique.
4. enfin, utilisation de formule analytique de rayonnement de surface
simple pour mode´liser le rayonnement d’un stator en fonction de la
ge´ome´trie de ce dernier.
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Chapitre 3
Conversion e´lectrome´canique
d’e´nergie
L’arrive´e d’outils tre`s puissants de mode´lisation nume´rique de type e´le´m-
ents finis (E.F.) dans le domaine e´lectrome´canique a permis de de´terminer
pre´cise´ment les champs cre´e´s au sein meˆme des machines e´lectriques. Ces
logiciels restent cependant mal adapte´s pour la conception de syste`mes
e´lectrome´caniques lorsqu’il s’agit de choisir les parame`tres e´le´mentaires1,
du fait de leurs temps de calcul importants qui empeˆchent encore une opti-
misation efficace du choix de ces parame`tres. C’est pour ces raisons que les
techniques plus classiques de mode´lisations en champs tournants sont encore
couramment utilise´es. Dans ce document, notre contribution s’est porte´e sur
le choix optimum d’un ensemble machine-convertisseur statique en vue de
la re´duction des pulsations de couple et de la re´duction du rayonnement
acoustique. Le but de ce chapitre, apre`s avoir passe´ en revue les diffe´rents
travaux qui utilisent la description en champs tournants pour l’e´tude des
vibrations, est de de´gager une syste´matisation de la me´thode des champs
tournants bien adapte´e a` la re´solution nume´rique.
3.1 Revue des diffe´rents travaux sur les champs
tournants et inte´reˆts de cette mode´lisation
La me´thode de mode´lisation en champs tournants harmoniques (win-
ding field theory) est une technique relativement ancienne puisqu’elle ap-
parait de´ja` dans la litte´rature dans les anne´e 40 [Liwschitz42] et est en-
core utilise´e dans des articles re´cents [Hadj AmorTimarPoloujadoff95].
Elle est particulie`rement bien adapte´e pour les applications de re´duction de
bruit et les ouvrages de re´fe´rence [Yang81] [Timar+89] en font un usage
1ces parame`tres peuvent eˆtre par exemple la taille, le nombre d’encoches, e´paisseur
d’entrefer, nombre de conducteurs. . .
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syste´matique pour identifier les bruits d’origine e´lectromagne´tique. Nous
ne reviendrons pas sur l’explication comple`te de cette technique puisqu’elle
est particulie`rement bien introduite, pour les machines asynchrones dans
l’ouvrage de P.L. Alger [Alger51] et e´galement dans l’ouvrage de Hel-
ler [HellerHamata77] dont la bibliographie semble une des plus exhaus-
tives sur le sujet. Nous montrerons que cette me´thode est particulie`rement
bien adapte´e au couplage des machines avec leurs convertisseurs statiques
et qu’un traitement informatise´ a` l’aide de transforme´e de Fourier discre`te
et de calcul matriciel la rendra extre´mement le´ge`re et souple a` utiliser2.
L’inte´reˆt de la mode´lisation en champs tournants par rapport a` un calcul
spatial des champs dans la machine (type E.F.) est qu’a` l’aide du the´ore`me
des Travaux Virtuels, on montrera aise´ment qu’un couple ne peut eˆtre cre´e´
que lorsqu’un champ statorique interagit avec un champ rotorique ayant
la meˆme re´partition spatiale (nombre d’onde). Ceci nous permet donc, de`s
la conception d’identifier les harmoniques a` supprimer pour re´duire, par
exemple, les pulsations de couple.
Au niveau de la re´duction du bruit, la grande majorite´ des travaux
consulte´s utilise la contrainte me´canique d’origine magne´tique e´tablie a` l’aide
du tenseur de Maxwell [Lefe`vre97], [NevesCarlson+99]. Nous montre-
rons comment utiliser cette formulation de contrainte et pourquoi elle est
bien adapte´e a` l’utilisation futur des techniques de superposition modale
pour le comportement vibratoire.
3.2 Construction d’un sche´ma e´lectrique pour con-
naˆıtre les courants en fonction des tensions ap-
plique´es a` la machine
Au chapitre 1, nous avons vu que la prise en compte du convertisseur
statique pouvait se faire au travers du spectre de tension que ce dernier
applique a` la machine e´lectrique. Un probleme s’est alors pose´ : la me´thode
des champs tournants est une me´thode qui permet de calculer les diffe´rents
champs dans l’entrefer a` partir de la ge´ome´trie de la machine et des cou-
rants qui circulent dans les bobinages, or, si nous utilisons le convertisseur
a` partir du spectre de tension qu’il applique, nous ne connaissons pas le
courant absorbe´e par la machine au stator et encore moins le courant qui
circule au rotor. Pourtant ces donne´es sont indispensables pour utiliser la
me´thode des champs tournants. De ce fait, il est ne´cessaire de de´velopper
une mode´lisation qui fera le passage entre tensions et courants.
2en comparaison de l’utilisation classique a` la main qui impose de manipuler un grand
nombre d’indices et des expressions lourdes
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3.2.1 Les mode`les existants tension-courant
Avant de proposer nos propres mode`les, il est inte´ressant d’effectuer un
tour d’horizon des mode`les qui existent de´ja` et leurs utilite´s. Rappelons que
notre mode`le se veut un mode`le de pre´diction des nuisances sonores en fonc-
tionnement stationnaire, c’est-a`-dire que nous excluerons l’e´tude des re´gimes
transistoires (de´marrage ou autres. . .). Les mode`les de comportement dyna-
mique tels que les mode`les de Park ou de Ku ne nous inte´ressent donc pas
directement (cf. par exemple les ouvrages suivants : [WhiteWoodson59]
[LesenneNoteletSeguier81]). Pour mode´liser une machine asynchrone
en re´gime permanent, on utilise le plus souvent le mode`le de sche´ma e´quivalent
monophase´ a` cinq ou six e´le´ments de type transformateur tre`s courant dans
la litte´rature. Pour ne pas alourdir l’expose´ et pour sa construction, nous
renverrons le lecteur aux ouvrages classiques tels que [SeguierNotelet96]
et nous utiliserons directement le sche´ma donne´ a` la Fig. 3.1.
Tension simple applique´e a` une phase du stator : Vs
Re´sistance et re´actance de fuite du stator : Rσs , jXσs
Re´sistance et re´actance de fuite du rotor ramene´es au stator : R′σr , jX
′
σr
Re´sistance correspondant a` la puissance sur l’arbre : R′σr(
1−g
g
)
Re´sistance repre´sentant les pertes fer et re´actance de magne´tisation : Rpertes fer , jXµ
Fig. 3.1 – sche´ma monophase´ simple d’une machine asynchrone
Ce sche´ma e´quivalent classique est bien suˆr tre`s simplifie´ puisqu’il ne
comprend que le fondamental. Pour obtenir les pulsations de couples ou
les efforts d’attraction e´lectromagne´tique, il faut eˆtre capable de rendre
compte des harmoniques et des pertes parasites. Pour cela, des sche´mas
e´quivalents complets ont e´te´ de´veloppe´s. Nous pouvons citer, par exemple,
le sche´ma propose´ par P.L. Alger p 290 de [Alger51] repre´sente´ sur la
Fig. 3.2 ou bien encore celui de R. Chavernoz et M. Pasdeloup page
69 de [ChavernozPasdeloup69] repre´sente´ sur la Fig. 3.3. Pour com-
prendre et analyser ces sche´mas, les explications donne´es par R. Chavernoz
et M. Pasdeloup semble tout a` fait approprie´es :
Les harmoniques de perme´ance sont en se´rie avec la branche
magne´tisante, ils ne sont donc traverse´s que par le courant magne´-
tisant. Par contre, les harmoniques de f.m.m. sont parcourus par
le courant total. Tous sont associe´s par paires comme on l’avait
vu en de´veloppant le produit PM [Perme´ance que multiplie force
magne´tomotrice ].
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Fig. 3.2 – sche´ma complet de P.L. Alger d’une machine asynchrone
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Fig. 3.3 – sche´ma complet de R. Chavernoz et M. Padeloup d’une ma-
chine asynchrone
Chacun des harmoniques est en fait un petit moteur asyn-
chrone avec sa re´actance magne´tisante Xm, sa re´sistance Rm
repre´sentant les pertes fer, sa re´actance de fuite X2 et sa re´sistance
rotorique R2/g (g=glissement). Pour le fondamental, cette re´sistance
est de´compose´e en R2 pour les pertes rotor et R2
1−g
g pour la puis-
sance me´canique sur l’arbre.
Le sche´ma de chaque harmonique permet d’atteindre les couples
harmoniques, les ondes de force pour le bruit, etc. [. . .] on note
que la re´actance diffe´rentielle Xld a e´te´ retranche´e de la re´actance
de fuite statorique de la figure 5 [correspondant a` la Fig. 3.1 de
cette section] du fait que Xld est pris en compte par les branches
harmoniques.
Un dernier point, R
′
1 repre´sente les pertes parasites a` fre´quence
fondamentale dues aux flux de fuite d’extre´mite´, au flux de fuite
d’encoche statorique et au flux de fuite d’inclinaison d’encoches.
Sur ces deux sche´mas, on constate des phe´nome`nes de diffe´rents ordres :
1. les e´le´ments du premier ordre correspondent au fondamental, c’est-a`-
dire au sche´ma de la Fig. 3.1. Ce sont eux qui vont fixer les phe´nome`nes
principaux, couple moyen, courants fondamentaux, niveau de satura-
tion. . .
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2. les phe´nome`nes de second ordre correspondent aux harmoniques d’es-
pace du champ statorique qui sont parfois regroupe´s dans les sche´mas
simplifie´s en une inductance diffe´rentielle.
3. enfin, il existe des phe´nome`nes de troisie`me ordre qui correspondent
aux sous-harmoniques duˆes a` la re´action du rotor.
Il est e´vident que les e´le´ments de second ordre ne peuvent eˆtre ne´glige´s
puisque ce sont principalement eux qui produisent les pulsations de couples
ainsi que les efforts radiaux a` l’origine des vibrations statoriques. Quant
aux phe´nome`nes de troisie`me ordre, on montrera dans l’annexe B.1 que ces
sous-harmoniques duˆes a` la re´action du rotor peuvent eˆtre ne´glige´s. Leur
contribution est en fait tre`s faible et ceci, que nous e´tudions des moteurs
a` rotors a` cage ou a` rotors bobine´s. Sans perdre beaucoup de pre´cision,
nous pouvons utiliser un sche´ma qui se situerait entre le sche´ma simple et
le sche´ma complet ; qui conserverait les phe´nome`nes de second ordre mais
pas ceux du troisie`me. Le sche´ma ainsi transforme´ est d’ailleurs celui qui
est le plus souvent utilise´ dans la litte´rature pour inclure les harmoniques
d’espace. Nous pouvons citer a` titre d’exemple le second sche´ma propose´ par
P.L. ALger dans [Alger51] p 82 sur la Fig. 3.4 (a) et celui de l’ouvrage
de B. Heller et V. Hamata dans [HellerHamata77] p 110 repre´sente´ a`
la Fig. 3.4 (b).
Fig. 3.4 – sche´ma semi-complet d’une machine asynchrone. (a) tire´ de
P.L. Alger (enroulements secondaires ramene´s au primaire), (b) de B. Hel-
ler et V. Hamata (meˆme sche´ma mais enroulements secondaires non ra-
mene´s au primaire)
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3.2.2 Comple´ments aux mode`les existants tension-courant et
re´solution
Les sche´mas ainsi modifie´s repre´sentent la premie`re e´tape qui est la prise
en compte des harmoniques d’espace pour le calcul des courants. N’oublions
pas, cependant, que le but de nos travaux est de prendre en compte un
convertisseur statique et donc une tension qui n’est pas purement sinuso¨ıdale
mais riche en harmoniques de temps.
Pour inclure ces harmoniques de temps, il va falloir non pas utiliser un
sche´ma semi-complet mais un pour chaque harmonique de temps. Ainsi a`
chaque sche´ma sera associe´ une tension et une pulsation diffe´rentes donc
des re´actances diffe´rentes puisque X = Lω. Les inductances peuvent, sous
certaines hypothe`ses, eˆtre conside´re´es comme presque les meˆmes pour chaque
sche´ma puisqu’elles ne sont lie´es qu’a` la ge´ome´trie donc aux harmoniques
d’espace et non aux harmoniques de temps3. Finalement, nous aurons autant
de sche´mas semi-complets empile´s qu’il y a d’harmoniques de temps4. Cette
repre´sentation conduira a` l’empilage de sche´mas repre´sente´ Fig. 3.5.
A` chaque sous-sche´ma repre´sentant un petit moteur asynchrone – cf.
commentaires de R. Chavernoz et M. Padeloup –, correspond un champ
tournant e´le´mentaire qui de´pendra du rang de temps nω et du rang d’espace
m et qui tournera dans l’entrefer a` la vitesse Ωchamp =
nω
m a` laquelle on
associera le glissement :
g(nω,m) =
Ωchamp − Ωrotor
Ωchamp
= 1− m
nω
Ωrotor (3.1)
En utilisant le formalisme que nous avons de´veloppe´ et pour syste´matiser
l’utilisation de la me´thode des champs tournants, nous avons de´veloppe´
une me´thode originale de calcul des inductances base´e sur une formulation
e´nerge´tique. Cette me´thode est pre´sente´e en annexe B.2 avec le calcul des
diffe´rents composants apparaˆıssant dans le sche´ma de la Fig. 3.5.
Une fois les e´le´ments du sche´ma e´quivalent calcule´s pour toutes les har-
moniques de temps et d’espace, la re´solution du proble`me revient a` re´soudre
3ceci n’est pas rigoureusement vrai pour les deux raisons suivantes :
1. les fre´quences des harmoniques sont parfois e´leve´es auquel cas l’effet pelliculaire –
de peau – ne peut plus eˆtre ne´glige´ ; re´sistances et inductances s’en trouvent donc
modifie´es
2. Lorsque la machine est sature´e, il est e´vident que les inductances de´pendent du
niveau de saturation et donc de la tension applique´e
4On notera qu’un article de A. Groud et al. [GroudGerbaudRognonRoudet98]
utilise e´galement la superposition de sche´mas e´quivalents pour de´terminer les harmoniques
de courant duˆes aux convertisseurs statiques, cependant, les sche´mas utilise´s sont des
sche´mas simples et n’incluent pas les harmoniques d’espace
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Les noms des diffe´rents e´le´ments de ce sche´ma sont identiques a` ceux utilise´s dans la Fig. 3.1. Cependant, au
lieu d’un composant unique, il y a maintenant autant de composants que d’harmoniques de temps et
d’harmoniques d’espace : n varie de 1 a` N et m varie de 1 a` M .
Fig. 3.5 – empilage de sche´mas semi-complets qui repre´sentent le fonction-
nement d’une machine asynchrone alimente´e par une source de tension riche
en harmoniques de temps – chaque couche correspond au fonctionnement
pour une harmonique de temps niω
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n sche´mas e´quivalents pour les n moteurs superpose´s, eux meˆmes constitue´s
de m petits moteurs asynchrones en se´rie.
Pour chaque fre´quence nω, nous obtenons un sche´ma e´quivalent qui re-
vient a` poser et re´soudre le syste`me suivant :
1. une e´quation de maille globale
(Rs + jnωLσs) · Is +
∑
m
jnωLµ(m) · Iµ(m) = Vs
Zs · Is +
∑
m
Zµ(m) · Iµ(m) = Vs (3.2)
2. m e´quations de nœuds
Is − Iµ(m)− I ′r(m) = 0 (3.3)
3. m e´quations de maille correspondant auxm petits moteurs asynchrones
jnωLµ(m) · Iµ(m)− (jnωL′σr(m) +
R
′
r(m)
1 + mnω · Ωrotor
) · I ′r(m) = 0
Zµ(m) · Iµ(m)− Z ′r(m) · I
′
r(m) = 0 (3.4)
Ces (2m + 1) e´quations peuvent eˆtre regroupe´es sous forme matricielle
afin d’en faciliter la manipulation et la re´solution nume´rique.
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(3.5)
Une fois ces n syste`mes matriciels inverse´s – un pour chaque harmonique
de temps nω –, nous connaissons toutes les harmoniques de courants qui
circulent aussi bien au stator qu’au rotor. Il nous est alors possible d’utiliser
la me´thode des champs tournants harmoniques pour de´terminer les champs
cre´e´s par le stator et ceux cre´e´s par le rotor.
3.3 Calcul des champs magne´tiques
Avant de de´terminer les efforts applique´s sur la structure, il est d’abord
ne´cessaire de connaˆıtre les champs magne´tiques et densite´ de flux magne´tique
qui sont cre´e´s dans l’entrefer de la machine. Ces diffe´rents champs de´pendent
non seulement du courant et de la re´partition des bobinages mais e´galement
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de l’entrefer puisqu’il est e´vident que la distance de circulation du champ
dans l’entrefer est diffe´rente en face d’une dent ou en face d’une encoche.
Afin de se´parer les proble`mes, on pre´fe´re, dans un premier temps, ne tenir
compte que du courant et de la re´partition du bobinage ce qui conduit au
calcul d’une fonction appele´e force magne´tomotrice. La distance de circu-
lation est ensuite introduite a` l’aide d’une fonction de la ge´ome´trie d’en-
trefer appele´e fonction de perme´ance ce qui permet de calculer les champs
magne´tiques puis les champs de densite´ de flux magne´tique.
Finalement, a` l’aide de ces champs, nous serons capables de de´terminer
les efforts qui sont applique´s sur la structure. Le plan de cette section suivra
donc les e´tapes que nous venons de de´crire et qui peuvent eˆtre repre´sente´es
graphiquement sur la Fig. 3.6.
Fig. 3.6 – e´tapes de calculs ne´ce´ssaires pour la de´termination des efforts a`
partir d’un spectre de tension applique´ sur les phases d’une machine asyn-
chrone
3.3.1 Calcul de la force magne´tomotrice
Cette fonction de force magne´tomotrice est utilise´e dans pratiquement
tous les ouvrages d’e´lectrotechnique (citons par exemple [SeguierNotelet96])
et de´finit quelque chose qui s’apparente a` la re´partition surfacique de cou-
rant le long de l’entrefer : soit, a` un facteur 1/2 pre`s, un courant que mul-
tiplie la re´partition des bobinages (winding function) le long de l’entrefer.
Nous commencerons par calculer cette force magne´tomotrice pour un cou-
rant monochromatique et un enroulement a` re´partition sinuso¨ıdale puis nous
la comple´terons en prenant en compte tout d’abord l’influence des encoches
– non continuite´ de la re´partition des bobinages – puis les courants re´els
re´sultants de la conversion PWM.
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Calcul de la force magne´tomotrice dans le cas d’un courant et
d’une re´partition purement sinuso¨ıdaux
Rappel 3.3.1 (bobinage a` re´partition sinuso¨ıdale) Un bobinage est dit
a` re´partition purement sinuso¨ıdale si le champ magne´tique qui apparaˆıt dans
un entrefer lisse lorsque le bobinage est alimente´ par un courant continu est
une fonction purement sinuso¨ıdale de la position angulaire θ le long de cet
entrefer.
Mathe´matiquement, on e´crit que la fonction de re´partition est de la forme
r(θ) = rm · cos(mθ + ϕm) avec m = p0 le nombre de paires de poˆles du
bobinage et rm = N le nombre de spires du bobinage.
Suivant cette de´finition, la force magne´tomotrice peut eˆtre de´finie a` par-
tir du courant sinuso¨ıdal de pulsation nω et de cette fonction de re´partition :
fmm(t, θ) =
1
2
· in · cos(nωt+ ϕn) · rm · cos(mθ + ϕm) (3.6)
Cette description de la force magne´tomotrice correspond a` un champ sta-
tionnaire – pulsant – dans l’entrefer, c’est-a`-dire un champ dont la forme
de sa re´partition spatiale est inde´pendante du temps mais dont l’amplitude
de´pend sinuso¨ıdalement du temps a` la pulsation nω. Pour diverses valeurs
du nombre de paires de poˆles p0, la Fig. 3.7 repre´sente cette allure spatiale.
L’expression de ce champ stationnaire peut s’e´crire en utilisant les nota-
Fig. 3.7 – allure spatiale des champs harmoniques stationnaires pour un
rang d’espace (nombre d’onde) variant de 0 a` 3
tions exponentielles (cf. e´quation (3.8)) et eˆtre e´galement repre´sente´ par un
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spectre a` deux dimensions tel que de´fini dans l’annexe A5.
fmm(t, θ) =
1
2
·
(
iˆ∗n
2
e−j·nωt +
iˆn
2
e+j·nωt
)
·
(
rˆ∗m
2
e−j·mθ +
rˆm
2
e+j·mθ
)
(3.8)
avec rˆm et iˆn, nombres complexes valant repectivement rm ·ej·ϕm et in ·ej·ϕn .
En re´alite´, une machine e´lectrique n’est pas compose´e d’une seule phase mais
de plusieurs. Soit Zs, ce nombre
6 et soit le syste`me polyphase´ constitue´ de ces
Zs bobinages de´phase´s de
2pi
p0·Zs les uns par rapport aux autres, dans lesquels
circulent des courants eux meˆme de´phase´s de 2piZs les uns par rapport aux
autres. Le champ de force magne´tomotrice re´sultant des Zs phases n’est que
la re´sultante des Zs champs de force magne´tomotrice stationnaires cre´e´s par
chacune des phases du syste`me. La re´sultante pour chaque bobinage ayant
e´te´ calcule´e au paragraphe pre´ce´dent, il suffit d’appliquer ce calcul a` chacune
des Zs phases en tenant compte de leur de´phasage par rapport a` la re´fe´rence
choisie puis de faire la somme vectorielle des diffe´rents phaseurs.
Pour un harmonique de temps de rang nω et un harmonique d’espace de
rang m, la re´sultante du champ de force magne´tomotrice n’est autre que la
superposition du champ de force magne´tomotrice cre´e´ par chacune des Zs
phases :
fmm(t, θ) =fmm1(t, θ) + · · ·+ fmmk(t, θ) + · · ·+ fmmZs(t, θ)
=
1
2
· (r1(θ) · i1(t) + · · ·+ rk(θ) · ik(t) + · · ·+ rZs(θ) · iZs(t))
(3.9)
En utilisant les notations pre´ce´dentes, nous de´finissons la force magne´tomotrice
de la phase k avec les notations exponentielles :
fmm(t, θ) =
1
2
·
(
iˆ∗n
2
e−j·n(ωt−k
2pi
Zs
) +
iˆn
2
e+j·n(ωt−k
2pi
Zs
)
)
·(
rˆ∗m
2
e
−j·m(θ−k 2pi
p0·Zs ) +
rˆm
2
e
+j·m(θ−k 2pi
p0·Zs )
)
(3.10)
5on rencontre parfois, une autre notation tre`s utilise´e en acoustique :
fmm(t, θ) =
1
2
· <
(( rˆ∗m
2
e−j·mθ +
rˆm
2
e+j·mθ
)
· iˆn · e+jnωt
)
(3.7)
Cette notation est identique pour de´crire une seule onde mais elle n’est plus adapte´e
lorsque l’on voudra multiplier deux ondes entre elles.
6la plupart des machines courantes sont triphase´es mais ce n’est pas obligatoire
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fmm(t, θ) =
1
2
·
(
+
iˆ∗n
2
· rˆ
∗
m
2
· e−jmθ−jnωt+jk 2piZs ·(mp0 +n)
+
iˆn
2
· rˆ
∗
m
2
· e−jmθ+jnωt+jk 2piZs ·(mp0−n)
+
iˆ∗n
2
· rˆm
2
· e+jmθ−jnωt−jk 2piZs ·(mp0−n)
+
iˆn
2
· rˆm
2
· e+jmθ+jnωt−jk 2piZs ·(mp0 +n)
)
(3.11)
Examinons ce que produit la re´sultante de ces Zs termes, en accord avec
[SeguierNotelet96] :
1. si mp0 ±n n’est pas multiple de Zs, les Zs termes vont cre´er un syste`me
Zphase´ e´quilibre´ donc de re´sultante nulle.
2. si mp0±n est multiple de Zs, les de´phasages entre les Zs forces magne´tomotrices
seront nuls (modulo 2pi) et donc leur re´sultante vaudra Zs fois la
re´sultante d’une phase.
(a) si c’est mp0 + n qui est multiple de Zs, alors la re´sultante est un
champ tournant inverse (de vitesse −‖n·ω‖‖m‖ ) :
fmm(t, θ) =
1
2
· Zs ·
(
rˆ∗m
2
· iˆ
∗
n
2
· e−j(nωt+mθ) + rˆm
2
· iˆn
2
· e+j(nωt+mθ)
)
=
1
2
· Zs · rm · in · cos(nωt+ mθ + ϕn + ϕm) (3.12)
(b) si c’est mp0 − n qui est multiple de Zs, alors la re´sultante est un
champ tournant direct (de vitesse +‖n·ω‖‖m‖ ) :
fmm(t, θ) =
1
2
· Zs ·
(
rˆ∗m
2
· iˆ
∗
n
2
· e−j(nωt−mθ) + rˆm
2
· iˆn
2
· e+j(nωt−mθ)
)
=
1
2
· Zs · rm · in · cos(nωt−mθ + ϕn − ϕm) (3.13)
(c) si, enfin, mp0 − n et mp0 + n sont multiples de Zsen meˆme temps,
alors la re´sultante est la re´union des deux cas pre´ce´dents, ce qui
conduit a` un champ stationnaire (pulsant).
On voit finalement, que c’est la combinaison des champs stationnaires
cre´e´s par chacune des phases qui va faire apparaˆıtre – ou non – un champ
tournant harmonique de force magne´tomotrice.
40 CHAPITRE 3. CONVERSION E´LECTROME´CANIQUE
Calcul de la force magne´tomotrice dans le cas d’un courant mono-
chromatique et d’une re´partition pe´riodique mais non sinuso¨ıdale
A` cause des encoches qui ne peuvent eˆtre re´parties de manie`re continue,
la fonction de re´partition des bobinages ne peut eˆtre parfaitement sinuso¨ıdale
et il s’en suit l’apparition d’harmoniques d’espace. Ce paragraphe va donc
traiter de la ge´ne´ralisation du calcul de la force magne´tomotrice lorsque la
re´partition ne peut eˆtre conside´re´e comme purement sinuso¨ıdale.
Pour pouvoir traiter la force magne´tomotrice d’un enroulement quel-
conque de manie`re nume´rique, nous sommes partis de la re´partition d’un
bobinage a` pas diame´tral dont l’allure de force magne´tomotrice est parfaite-
ment connue7 et utiliser les remarques faites par [CassoretBrudnyMichaux97]
et [HellerHamata77] pour montrer que cette re´partition peut eˆtre de´compose´e
comme la superposition d’une re´partition triangulaire affecte´e a` chacun des
deux conducteurs qui la composent (cf. Fig. 3.8).
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Fig. 3.8 – re´partition pour un enroulement a` pas diame´tral, de´composition
en deux fonctions et re´partition e´quivalente pour un conducteur
La fonction pour chaque conducteur (troisie`me graphe de la Fig. 3.8)
doit bien suˆr eˆtre ponde´re´e d’un signe fonction du sens du courant et d’un
entier fonction du nombre de spires dans ce conducteur.
Nous pouvons de`s lors reconstruire n’importe quelle fonction de re´partition
associe´e a` n’importe quel type de bobinage en conside´rant qu’elle n’est que
la superposition de la re´partition de chacun des conducteurs la composant.
Dans la pratique, on repre´sentera la fonction de re´partition d’un conduc-
teur par une se´rie de points de discre´tisation de longueurN ·ZE – multiple du
nombre d’encoches ZE – repre´sente´e par un vecteur {r}. Un second conduc-
teur de´cale´ de K encoches aura pour fonction de re´partition une permutation
circulaire de N ·K points du vecteur {r} ponde´re´e par le sens du courant si
7cette allure est de´ja` donne´e de`s 1958 dans [Burbidge58] en tenant compte
de la largeur finie de l’encoche et a encore e´te´ utilise´e re´cemment dans
[Joksimovic`Durovic`Obradovic`99]
3.3. CALCUL DES CHAMPS MAGNE´TIQUES 41
ce conducteur fait partie de l’enroulement et ze´ro sinon.
{rk} = permutation circulaire de N.K points de {r1} (3.14)
· (sens du courant ou ze´ro) · (nombre de spires)
La fonction de re´partition du bobinage est constitue´e par assemblage – ad-
dition – de chaque vecteur {rk}.
{rtotal} = {r1}+ {r2}+ · · ·+ {rk}+ · · ·+ {rZE} (3.15)
=
ZE∑
k=1
{rk}
Pour connaˆıtre les harmoniques d’espace, il faut connaˆıtre le contenu
spectral de cette fonction de re´partition. Ceci sera re´alise´ simplement en
calculant la Transforme´e de Fourier Discre`te (TFD) du vecteur {rtotal}.
TFD({rtotal}) = {rˆtotal} (3.16)
Cette fac¸on de proce´der pourra s’appliquer a` n’importe quel type de bobi-
nage. En particulier pour les rotors a` cage, nous avons utilise´ la mode´lisation
en terme de courant de mailles de´veloppe´e entre autre par M. Poloujadoff
dans [Poloujadoff82] [Poloujadoff87] ainsi que [ToliyatLipoWhite91]
et [Mun˜ozLipo99]. Ainsi, a` deux barres adjacentes, nous affectons une phase
avec son courant de maille associe´. Le courant re´el dans une barre sera cal-
cule´ par sommation des courants des mailles qui appartiennent a` cette barre.
Il y a donc autant de phases que de barres et la re´partition d’une phase est
la re´partition de deux barres adjacentes (cf. Fig. 3.9 et Fig. 3.10).
Jk
Jk+1
Jk-1
J  - Jk k+1
Fig. 3.9 – de´finition d’une phase d’un rotor a` cage
A` l’aide des outils que nous venons de construire pour calculer la fonction
de re´partition d’un bobinage, nous allons pouvoir traiter quelques exemples
et ainsi montrer de manie`re plus pratique l’utilite´ d’un tel outil. Sur la
Fig. 3.11, nous avons repre´sente´ la re´partition de bobinage pour trois types
d’enroulements assez repre´sentatifs des enroulements que l’on peut rencon-
trer dans la construction des machines e´lectriques courantes :
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Fig. 3.10 – de´finition des courants de mailles d’un rotor a` cage
1. bobinage (a) : bobines simples a` pas diame´tral pour une machine a`
deux paires de poˆles
2. bobinage (b) : bobinage classique de machine asynchrone : machine a`
deux paires de poˆles, 24 encoches, deux couches et pas raccourci
3. bobinage (c) : une phase d’un rotor a` cage telle que de´finie pre´ce´demment
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Fig. 3.11 – re´partition totale pour une phase d’un stator a` 2 paires de poˆles
a` pas diame´tral (a) – pour une phase d’un stator a` deux paires de poˆles, 24
encoches et pas raccourci (b) – pour une phase d’un rotor a` cage telle que
de´finie pre´ce´demment (c)
Enfin, sur la Fig. 3.12, nous avons calcule´ le spectre de ces trois bo-
binages par TFD et affiche´ l’amplitude. On retombe sur les allures bien
connues que nous re´sumerons pour chacun des trois bobinages :
1. bobinage (a) : spectre en 1m , avec m le rang de l’harmonique d’espace
2. bobinage (b) : re´ductions des harmoniques du bobinage (a) graˆce a`
l’utilisation de plusieurs encoches par poˆles et par phases et meˆme
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quasi suppression des harmoniques 5p0 et 7p0 graˆce au pas raccourci
3. bobinage (c) : spectre en 1m sin(m
αy
2 ), avec αy l’angle entre deux barres
adjacentes (cf. [HellerHamata77] p 14–15)
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Fig. 3.12 – spectre des re´partitions (a), (b) et (c) pre´sente´es a` la Fig. 3.11
en fonction du rang d’harmonique d’espace m′ avec m = m′ ·p0 (p0 = 2 dans
les bobinages (a) et (b) mais p0 = 1 dans le bobinage (c))
Aux Fig. 3.11 et Fig. 3.12, nous voyons que nous avons tout intereˆt a`
bien construire notre bobinage et a` augmenter le nombre d’encoches par poˆle
et par phase si l’on veut re´duire au maximum les harmoniques d’espaces.
Il est e´galement fortement conseille´ d’utiliser les astuces de bobinage telles
que pas raccourcis et pas fractionnaires.
Calcul de la force magne´tomotrice dans le cas d’un courant et
d’une re´partition pe´riodiques mais non sinuso¨ıdaux
Notre calcul de force magne´tomotrice va maintenant eˆtre comple´te´ pour
tenir compte du convertisseur statique. La force magne´tomotrice cre´e´e par
des courants non sinuso¨ıdaux et des re´partitions de bobinage non sinuso¨ıdales
a de´ja` e´te´ traite´ dans [SeguierNotelet96]. Cet ouvrage montre comment
apparaˆıssent – ou non – certains champs tournants. Ces calculs sont de meˆme
nature que celui que nous avons effectue´ pre´ce´demment pour un champ mo-
nochromatique, la diffe´rence vient maintenant du fait que de´sormais m et n
prendront autant de valeurs qu’il y a d’harmoniques de temps et d’espace.
A` l’aide des spectres des courants re´sultant de la conversion PWM et
des spectres de fonctions de re´partition de´finis pre´ce´demment, nous allons
syste´matiser le calcul de champs tournants re´sultants en utilisant des ou-
tils d’analyse. Ainsi, comme il a e´te´ montre´ que la re´sultante de force
magne´tomotrice de toutes les phases n’est autre que la somme vectorielle
(phaseur) de la force magne´tomotrice de chacune des phases, en conservant
notre description vectorielle mais dans l’espace de Fourier pour chacune des
phases et chacun des courants, nous allons montrer que la re´sultante peut
eˆtre calcule´e par multiplication matricielle.
Soit un courant et une re´partition de bobinage et leur spectre associe´
pour la phase k :
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{ˆik} =

iˆ∗n
2 e
−jnk 2pi
Z
...
iˆ∗1
2 e
−jk 2pi
Z
iˆ1
2 e
+jk 2pi
Z
...
iˆn
2 e
+jnk 2pi
Z

vecteur spectre de courant de la
phase k
(3.17)
base({ˆi}) =

e−jnωt
...
e−jωt
e+jωt
...
e+jnωt

base dans laquelle est exprime´e le
vecteur spectre de courant de la
phase k : ik(t) = {ˆik}T · base({ˆi})
(3.18)
{rˆk} =

rˆ∗m
2 e
−jmk 2pi
p0Z
...
rˆ∗1
2 e
−jk 2pi
p0Z
rˆ1
2 e
+jk 2pi
p0Z
...
rˆm
2 e
+jmk 2pi
p0Z

vecteur spectre de re´partition de la
phase k
(3.19)
base({rˆ}) =

e−jmθ
...
e−jθ
e+jθ
...
e+jmθ

base dans laquelle est exprime´e le
vecteur spectre de re´partition de la
phase k : rk(θ) = {rˆk}T · base({rˆ})
(3.20)
Comme nous avons vu que, pour une seule harmonique de temps et d’es-
pace, Fˆmm = 12
∑Z
k=1 rˆk ·ˆik, si nous posons [ˆi] = [{ˆi1} {ˆi2} · · · {ˆik} · · · {ˆiZ}],
la matrice constitue´e des Z spectres de courants – Z e´tant le nombre de
phases de la machine – et [rˆ] = [{rˆ1} {rˆ2} · · · {rˆk} · · · {rˆZ}], la matrice
constitue´e des Z spectres de re´partitions, alors pour n harmoniques de temps
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et m harmoniques d’espace, exprime´es vectoriellement, cela conduit a` la for-
mulation de la force magne´tomotrice sous forme matricielle8 :
[Fˆmm] =
1
2
[rˆ] · [ˆi]T (3.21)
Un des e´le´ments de l’inte´rieur de cette matrice correspond donc a` la force
magne´tomotrice pour un seul harmonique de temps et d’espace :
[Fˆmm] =
nω
m
 ...· · · Fˆmm(nω,m)
 (3.22)
On voit e´galement que chaque valeur non-nulle de cette matrice correspond
a` une raie dans le spectre 2D de la force magne´tomotrice (cf. exemples dans
la section suivante).
Avec une telle formulation, il est extreˆmement facile de ne conserver que
les termes d’importances puisque par utilisation du the´ore`me de Parseval,
on voit imme´diatement que dans l’espace de Fourier, on peut ne´gliger tous
les termes d’amplitude trop faible et ainsi re´duire les dimensions des vecteurs
et donc des matrices.
Exploitation graphique de la matrice de force magne´tomotrice
sous forme de spectre 2D
Dans les trois paragraphes qui vont suivre, nous allons illustrer l’utilisa-
tion des outils que nous venons de de´velopper (calcul de force magne´tomotrice
par mutliplication matricielle et affichage des amplitudes sous forme de
spectre 2D9) pour trois niveaux de complexite´ d’une machine triphase´e a`
deux paires de poˆles :
1. machine a` re´partition sinuso¨ıdale alimente´e par un courant monochro-
matique
2. meˆme machine dans le cas ou` on tient compte de ses harmoniques
d’espace (bobinage de la Fig 3.11 (b) : 24 encoches et pas raccourci)
3. meˆme machine que pre´ce´dement mais alimente´ par un convertisseur
statique de type PWM
8on notera qu’un article re´cent utilise une technique approchante a` base de multipli-
cations matricielles pour de´terminer les forces magne´tomotrices cre´e´es par une machine
alternative, cependant cet article vise a` concevoir un enroulement a` pas fractionnaire alors
que nos travaux visent a` de´terminer toutes les forces magne´tomotrices en tenant e´galement
compte des harmoniques de courant [Wach98]
9pour de plus amples renseignements sur la notion de spectre 2D, on pourra se reporter
a` l’annexe A
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machine (a) Dans ce cas, le champ global de force magne´tomotrice ne
correspond qu’a` un champ unique a` p0 = 2 paires de poˆles et tournant dans
l’entrefer a` la vitesse constante Ω = ωpO .
fmm(t, θ) =fmm · cos(p0θ − ωt+ ϕ)
=
fˆmm∗
2
· e−j(p0θ−ωt) + fˆmm
2
· e+j(p0θ−ωt) (3.23)
ce qui correspond a` la matrice de force magne´tomotrice et au spectre d’am-
plitude 2D de la Fig 3.13.
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Fig. 3.13 – spectre d’amplitude 2D (en dB par rapport au fondamental +
40 dB) et matrice de la force magne´tomotrice pour un courant sinus (rang
de temps = 1) et une re´partition sinuso¨ıdale (rang d’espace = p0 = 2)
machine (b) Le bobinage utilise´ est celui de la Fig 3.11 (b) : 24 encoches
et pas raccourci. Ce bobinage va donc faire apparaˆıtre un certain nombre
d’harmoniques d’espace supple´mentaires. Ces harmoniques seront les mul-
tiples impaires du fondamental p0 = 2 sauf les multiples du nombre de
phases (ici 3). Les astuces de bobinage – double couche, pas raccourcis. . .–
vont re´duire (ou faire disparaˆıtre) certaines harmoniques et notamment les
rangs 5p0 et 7p0. Le spectre d’amplitude sera repre´sente´ a` la Fig 3.14.
machine (c) Ce dernier cas reprend la machine du cas (b) – meˆmes
rangs d’espace – mais prend en compte le convertisseur statique PWM.
Ce convertisseur augmente fortement la richesse du spectre de courant aux
alentours de la fre´quence de de´coupage et de ses multiples. Ceci fera ap-
paraˆıtre des harmoniques de temps dans le spectre 2D d’amplitude de la
force magne´tomotrice. Ce spectre sera repre´sente´ sur la Fig 3.15.
3.3.2 Calcul du champ magne´tique H et de la densite´ de flux
B
Par utilisation de la formulation matricielle, on voit e´galement une ap-
plication directe au calcul du champ de densite´ de flux B en introduisant la
fonction bien connue de perme´ance (liant le flux a` la force magne´tomotrice)
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1. champ tournant dans le sens
direct : p0 = 2, 7p0 = 14 (non
pre´sent) et 13p0 = 26
2. champ tournant dans le sens
inverse : 5p0 = 10 (non
pre´sent) et 11p0 = 22
3. aucun champ stationnaire
Fig. 3.14 – spectre d’amplitude 2D (en dB par rapport au fondamental + 80
dB) et champs correspondants de la force magne´tomotrice pour un courant
sinus (rang de temps = 1) et une re´partition non sinuso¨ıdale (p0 = 2 et ses
multiples impaires)
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que le spectre de la Fig 3.14
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Fig. 3.15 – spectre d’amplitude 2D (en dB par rapport au fondamental
+ 120 dB) et champs correspondants de la force magne´tomotrice pour un
courant PWM (rang de la fre´quence de de´coupage = 30) et une re´partition
non sinuso¨ıdale (p0 = 2 et ses multiples impaires)
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ou bien de conduction magne´tique λ (liant la densite´ de flux a` la force
magne´tomotrice : cf. [HellerHamata77]). La chute de flux face a` une en-
coche peut eˆtre prise en compte par une formulation analytique telle que
de´finie par exemple dans [Jufer87] ou bien eˆtre recalcule´e par E.F. Apre`s
diverses simplifications (reporte´es dans [HellerHamata77] page 60–67),
on peut formuler cette chute de flux en face des encoches au moyen de la
fonction de conduction magne´tique et en ne´gligeant les termes de second
ordre comme10 :
λ(θ) = δr · λs(θ) · λr(θ − θrotor) (3.25)
avec λ, la conduction magne´tique totale, λs la conduction magne´tique tra-
duisant la chute de flux en face d’une encoche statorique, λr la conduction
magne´tique traduisant la chute de flux en face d’une encoche rotorique, soit,
en utilisant la notation vectorielle, on peut de´finir le vecteur spectre de cette
fonction de conduction magne´tique comme :
{λˆ} = TFD({λ}) (3.26)
ou` {λ} est la discre´tisation de la fonction continue λ(θ) en face d’une en-
coche. Comme il y a ZE,s encoches statoriques et ZE,r encoches rotoriques et
vu la forme de la fonction λ(θ) dans l’e´quation (3.25), on voit imme´diatement
que le vecteur rang d’espace associe´ a` ce vecteur spectre aura l’allure :
{ms · ZE,s +mr · ZE,r} ms , mr ∈ Z (3.27)
et que le vecteur rang de temps aura l’allure :
{−mr ·ZE, r · Ωrotor} (3.28)
Le terme de rang ze´ro de {λˆ} (valeur moyenne) correspond a` l’inverse de l’en-
trefer corrige´ par le coefficient de Carter ( 1δr·kc =
1
δ0
). En re´-e´crivant notre
matrice de force magne´tomotrice sous la forme d’un vecteur associe´ a` un vec-
teur rangs d’espace et a` un vecteur rangs de temps, on peut imme´diatement
exprimer le spectre de densite´ de flux magne´tique B sous la forme matri-
cielle11 :
[Bˆ] = µ0 · {λˆ} · {Fˆmm}T (3.29)
10Heller a montre´ que dans le cas le plus de´favorable, ces approximations conduisaient
a` des erreurs d’a` peine quelques pour-cents
11le spectre d’une fonction quadratique – et donc e´galement le spectre de la multipli-
cation de deux fonctions – peut eˆtre obtenu simplement en utilisant des multiplications
matricielles, lorsque l’on connaˆıt le spectre de la fonction de de´part – des deux fonctions
de de´part. L’explication et la mise en œuvre ont e´te´ montre´es dans l’annexe A
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associe´ a` ces deux matrices de rangs d’espace et de temps
[
matrice rang de
temps de B
]
=
{
vecteur rang de
temps de conduc-
tance
}
·
taille du vecteur
{Fˆmm}︷ ︸︸ ︷
{1 · · ·1}
+
taille du vecteur rang
temps conductance︷ ︸︸ ︷
{1 · · ·1}T ·
{
vecteur rang de
temps de {Fˆmm}
}T
(3.30)
[
matrice rang d’es-
pace de B
]
=
{
vecteur rang d’es-
pace de conduc-
tance
}
·
taille du vecteur
{Fˆmm}︷ ︸︸ ︷
{1 · · ·1}
+
taille du vecteur rang
espace conductance︷ ︸︸ ︷
{1 · · ·1}T ·
{
vecteur rang d’es-
pace de {Fˆmm}
}T
(3.31)
Cette matrice [Bˆ] peut eˆtre vue de manie`re identique a` la matrice de force
magne´tomotrice de l’e´quation (3.22) ou` maintenant, a` un rang de temps n′
et un rang d’espace m′ correspond un champ harmonique de densite´ de flux
tournant dans l’entrefer a` la vitesse n
′ω
m′ . On peut e´galement utiliser l’outil
graphique de spectre en 2D pour repre´senter le champ de densite´ de flux.
Cette matrice [Bˆ] va eˆtre utilise´e dans la section suivante pour calculer les
harmoniques de couple ainsi que les efforts radiaux a` l’origine des nuisances
acoustiques.
3.4 Calcul des efforts d’origine magne´tique
Dans cette section, nous allons montrer comment apparaˆıssent les dif-
fe´rents efforts cre´e´s par les champs magne´tiques pre´ce´demment calcule´s. La
perme´abilite´ des mate´riaux ferromagne´tiques classiques e´tant tre`s supe´rieure
a` celle de l’air – plusieurs miliers de fois –, il est raisonnable de conside´rer que
le champ magne´tique dans le fer est ne´gligeable devant le champ magne´tique
dans l’entrefer. Ainsi, la conversion d’e´nergie magne´to-me´canique se fera
principalement dans l’entrefer et il n’y aura pas d’effet d’origine e´lectrostatique.
Nous ne´gligerons donc les efforts cre´e´s a` l’inte´rieur du fer et notamment les
forces magne´tostrictives ainsi que les efforts d’origine e´lectrostatiques. Les
efforts produits seront de´compose´s suivant deux dimensions :
1. les efforts tangentiels qui vont eˆtre a` l’origine de la cre´ation du couple
2. les efforts radiaux qui vont attirer le stator et ainsi eˆtre a` l’origine
des vibrations statoriques et donc du bruit rayonne´ a` l’exte´rieur de la
machine
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3.4.1 Calcul des couples
La de´monstration comple`te de la formulation des couples est reporte´e
dans l’annexe B.3. Dans cette sous-section, nous rappelerons simplement les
principaux re´sultats.
Dans les sections pre´ce´dentes, nous avons tente´ de formuler les diffe´rents
champs magne´tiques comme la superposition de champs tournants harmo-
niques. Ces champs sont soit cre´e´s par le stator, soit par le rotor. On peut
montrer a` l’aide du the´ore`me des Travaux Virtuels qu’il ne peut y avoir
cre´ation de couple que si la re´partition spatiale du champ cre´e´e par le sta-
tor est identique a` celle cre´e´e par le rotor c’est-a`-dire que le rang d’espace
est identique au rotor et au stator (ms = mr = m). Soit pour un champ
e´le´mentaire statorique et rotorique de la forme :
Hs(t, θ) = Hˆs(ns, m) · sin(nsωt+mθ) (3.32)
Hr(t, θ) = Hˆr(nr, m) · sin(nrωt +m(θ + ϕrs))
Le couple cre´e´e par l’inte´raction de ces deux champs prendra la forme sui-
vante (cf. annexe B.3) :
C = +
µ0
2
· lf ·R0 · δr · 2pi · Hˆs(ns, m) · Hˆr(nr, m)
2
·m ·
sin((ns ± nr)ωt ∓ ϕrs) (3.33)
Il apparaˆıt dans l’e´quation (3.33) que si ns = ±nr , alors nous avons cre´ation
d’un couple moyen constant non nul. Tous les autres cas conduisent a` la
cre´ation de couples sinuso¨ıdaux, a` moyenne nulle qu’on appelle couples pul-
sants.
Finalement, nous constatons que l’utilisation des champs rotoriques et
statoriques sous forme de champs tournants harmoniques conduit a` une for-
mulation tre`s pratique des couples. Nous pouvons de´terminer de manie`re
simple les pulsations de couples et savoir quels champs magne´tiques mo-
difier pour re´duire ces pulsations et s’approcher ainsi le plus possible d’un
couple constant.
3.4.2 Calcul des efforts radiaux d’origine magne´tique
Pour calculer les efforts radiaux applique´s a` la structure, nous avons uti-
lise´ la formulation du tenseur de Maxwell. De meˆme que pour le calcul des
couples, nous avons rejete´ dans l’annexe B.4 les de´tails de construction de ce
tenseur. Nous y avons e´galement ajoute´ une discussion concernant la perti-
nance de l’utilisation de cet outil. Dans cette sous-section, nous conside´rerons
ce tenseur comme une bonne approximation de la densite´ surfacique d’effort
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applique´e a` la surface interne du stator. Ce tenseur peut finalement se sim-
plifier sous l’ecriture standard :
fradial ≈ Tradial = B
2
radial
2µ0
(3.34)
On constate que ce qui va cre´er la force n’est pas l’interaction entre le champ
statorique et rotorique mais une forme quadratique du champ global dans
l’entrefer, c’est-a`-dire la re´union de ces deux champs. Ainsi, a` partir des cal-
culs pre´ce´dents de densite´ de flux magne´tique, on va regrouper – superposer
– sous un meˆme vecteur spectre les deux champs – stator et rotor12.{
Bˆtotal
}
= superposition de {Bˆs} et de {Bˆr} (3.35)
On fait de meˆme pour les vecteurs rang de temps et rang d’espace du spectre
du champ de densite´ de flux magne´tique total dans l’entrefer, ce qui nous
permet d’utiliser de nouveau des multiplications matricielles pour obtenir
les spectres de densite´ de force radiale :
[fˆradial] =
1
2µ0
· {Bˆtotal} · {Bˆtotal}T (3.36)
ainsi que les matrices de rangs associe´s a` cette matrice de spectre de la
densite´ d’effort surfacique applique´e au stator :
[
matrice rang de
temps de fradial
]
=
{
vecteur rang de
temps de Btotal
}
·
taille du vecteur Btotal︷ ︸︸ ︷
{1 · · ·1}
+
taille du vecteur Btotal︷ ︸︸ ︷
{1 · · ·1}T ·
{
vecteur rang de
temps de Btotal
}T
(3.37)
[
matrice rang d’es-
pace de fradial
]
=
{
vecteur rang d’es-
pace de Btotal
}
·
taille du vecteur Btotal︷ ︸︸ ︷
{1 · · ·1}
+
taille du vecteur Btotal︷ ︸︸ ︷
{1 · · ·1}T ·
{
vecteur rang d’es-
pace de Btotal
}T
(3.38)
Ainsi, a` un certain rang d’espace m′′ et de temps n′′ correspondra un effort
d’allure spatiale identique a` la Fig 3.7 et qui tourne dans l’entrefer a` la
vitesse n
′′ω
m′′ .
Cette fac¸on de de´finir les efforts surfaciques en terme de champs tour-
nants harmonique va se re´ve´ler tre`s pratique pour calculer le re´ponse dyna-
mique – vibratoire – de la structure. Cette mode´lisation sera traite´e dans le
12Dans le cas de champs statoriques et rotoriques ayant la meˆme pulsation nsω et le
meˆme nombre d’onde m, on superpose ces deux champs (addition des amplitudes com-
plexes), ce qui revient a` retrouver le champ de magne´tisation
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chapitre suivant qui pre´sentera les outils de mode´lisation me´canique puis le
couplage entre le comportement e´lectrome´canique traite´ dans ce chapitre et
le comportement vibratoire d’un stator de machine asynchrone.
3.5 Expe´rimentation sur prototype et validation
des diffe´rents mode`les propose´s
Dans cette section, nous allons appliquer les diffe´rents mode`les propose´s
a` une machine e´lectrique existante associe´e a` son convertisseur de puissance
(cf. annexe D). Nous confronterons les re´sultats de mode´lisation aux mesures
qu’il est possible de faire, ceci nous permettra de valider nos de´veloppement
et de bien comprendre les phe´nome`nes qui prennent naissance dans la ma-
chine. La machine qui servira de test est une machine asynchrone qui avait
e´te´ re´alise´e par le laboratoire d’e´lectrome´canique de Compie`gne dans le cadre
d’une motorisation de robot. L’alimentation a e´galement e´te´ de´veloppe´e par
le laboratoire, c’est un convertisseur PWM triphase´ pilote´ par un DSP et
un micro-ordinateur ce qui permet de controˆler parfaitement la strate´gie de
modulation de largeur d’impulsion.
Cette machine est triphase´e a` deux paires de poˆles, 27 encoches au sta-
tor (pas fractionnaire) et rotor a` cage de 21 encoches. Nous allons, dans
un premier temps valider le sche´ma e´quivalent de notre machine puis nous
exposerons sous forme de spectre en deux dimensions les diffe´rents champs
cre´e´s dans l’entrefer : champ de force magne´tomotrice , champ de densite´
de flux et tenseur de Maxwell.
3.5.1 Validation du sche´ma e´quivalent
Les e´le´ments du sche´ma e´quivalent simple (re´sistances et inductances
de fuite) ont e´te´ estime´s a` partir de calculs classiques empiriques (cf. an-
nexe B.2). Les re´sistances de´pendent de la tempe´rature et comme nous
n’avons de´veloppe´ aucun mode`le thermique, il apparaˆıt ne´cessaire de ve-
rifier ces valeurs. De meˆme, le calcul des inductances de fuite – dispersion
d’encoche – n’e´tant pas l’objet principale de nos travaux, ces dernie`res seront
peut-eˆtre un peu sous-e´value´es, c’est pourquoi nous allons ve´rifier la valeur
de ces e´le´ments par la me´thode classique d’identification (essai a` vide, en
court-circuit. . .). La de´termination pre´cise des inductances de fuite est pri-
mordiale pour notre mode`le d’empilage de sche´mas semi-complet, car lorsque
le rang des harmoniques de temps n augmente, le glissement tend vers 113,
la valeur de
R′r
g tend vers R
′
r, ce qui fait que les re´actances nω ·Lσs et nω ·L′σr
deviennent pre´ponde´rentes devant les re´sistances. Voici les valeurs estime´es
13on rappelle que pour un rang de temps n et un rang d’espace m, le glissement vaut
1− nωm ·Ωrotor
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par notre mode`le :
Rs = 0.2129 Ω
Lσs = 0.223 · 10−3H
Rr = 0.251 · 10−3 Ω
Lσr = 0.487 · 10−6H
Lµ = 8.552 · 10−3H
Pour passer les e´le´ments du secondaire a` Zr phases au primaire a` Zs
phases, nous utilisons les spectres des fonctions de re´partition du stator et
du rotor (cf. Fig 3.16) et la formule du rapport de nombre de spires de
l’e´quation (3.39) :
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Fig. 3.16 – spectre des re´partitions stator et rotor de notre machine (en
valeur RMS, soit la valeur creˆte divise´e par
√
2)
m2t =
(Ns · Zs
Nr · Zr
)2
=
(rs(m = p0) ·Zs
rr(m = p0) ·Zr
)2
(3.39)
=
( 19.417 · 3
0.1297 · 21
)2
= 456.9179
On obtient, pour les valeurs ramene´es au primaire :
R′r = 0.1146 Ω
L′σr = 0.222 · 10−3 H
Apre`s recalage des valeurs du sche´ma monophase´ e´quivalent simple – sans
harmoniques – a` partir d’essais a` vide et en court-circuit sur le re´seau 50Hz,
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nous obtenons :
Rs = 0.2767Ω
Lσs = 0.481 · 10−3H
R′r = 0.15Ω
L′σr = 0.480 · 10−3H
Lµ = 8.55 · 10−3H
qui permet de tracer la Fig 3.17.
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Fig. 3.17 – courbes de couple et de courant calcule´es apre`s recalage des pa-
rame`tres identifie´s – comparaison avec les points de mesures expe´rimentales
Nous observons une diffe´rence de l’ordre de 30% pour les re´sistances
par rapport aux premie`res estimations. Ceci est certainement dues aux
re´sistances de contact en comparaison de la faible valeur des re´sistances
conside´re´es. L’erreur sur les fuites est plus importante, notre mode`le devra
eˆtre comple´te´ notamment au niveau des fuites de teˆtes de bobines qui n’ont
pas e´te´ prises en compte. On constate une tre`s bonne validation du calcul de
l’inductance de magne´tisation ainsi que du rapport de transformation pour
passer d’un rotor a` 21 cages a` un syste`me triphase´ e´quivalent ramene´ au
primaire.
3.5.2 Courbe de couple en tenant compte des harmoniques
A` partir des parame`tres recale´s, nous avons calcule´ la courbe de couple
de notre machine en fonction de la vitesse me´canique – du glissement – en te-
nant compte des harmoniques d’espace et des harmoniques de temps lorsque
la machine est alimente´e par un convertisseur PWM a` e´chantillonnage na-
turel de fre´quence fondamentale 50 Hz et 9V RMS pour une fre´quence de
de´coupage de 1500 Hz. Le principe de la conversion statique a` e´chantillonnage
naturel est de comparer les consignes des trois phases avec une porteuse
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triangulaire et ainsi de de´terminer les instants de commutation des inter-
rupteurs electroniques alimentant chacune des phases de la machine (cf.
Fig 3.18).
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Fig. 3.18 – principe de fonctionnement de la conversion PWM : comparaison
avec une porteuse et sche´ma de commutation re´sultant sur chacune des trois
phases
Notre machine est une machine triphase´e branche´e en e´toile trois fils.
Nous n’avons pas force´ment acce`s au neutre des trois phases ni aux tensions
simples mais uniquement aux tensions de re´fe´rences – par rapport au poten-
tiel de re´fe´rence de la carte de puissance – et aux tensions compose´es. Dans
un sche´ma monophase´ e´quivalent, il nous faut connaˆıtre la tension simple
applique´e a` chacune des phases, ainsi nous devons la de´duire et en calculer
le spectre. Ce dernier est relativement bien connu pour ce type de strate´gie
de modulation de largeur d’impulsions (cf. Fig 3.19).
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Fig. 3.19 – (a) tension de re´fe´rence applique´e a` une phase, tension du neutre
des trois phases, tension simple applique´e a` une phase de la machine et
tension compose´e entre deux phases – (b) spectre de la tension simple
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Ce spectre de tension simple est applique´ a` notre machine pour diffe´rentes
valeurs du glissement – vitesse me´canique –, nous avons ainsi pu tracer la
courbe de couple en tenant compte des harmoniques de temps et d’espace
(cf. Fig 3.20).
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Fig. 3.20 – couple en fonction de la vitesse me´canique avec prise en compte
de tous les harmoniques
De meˆme que dans la litte´rature, on trouve l’allure des couples avec
une chute due au harmoniques d’espace – de re´partition – aux vitesses de
synchronisme de ces diffe´rents champs tournants harmoniques (crawling and
locking). On constate que le couple moyen total est infe´rieur au couple moyen
cre´e´ par le fondamental mais la diffe´rence est assez faible car la machine n’a
que peu d’harmoniques d’espace en raison de l’utilisation d’un pas fraction-
naire.
3.5.3 Fonctionnement a` diffe´rentes charges
Nous avons voulu ve´rifier les re´sultats de notre mode´lisation a` partir
d’un fonctionnement pour diffe´rentes charges – glissements – et comparer
les valeurs des courants, de leurs spectres et des couples moyens avec les
valeurs que nous avons pu mesurer sur la machine re´elle.
Trois essais ont e´te´ re´alise´s dans des conditions d’alimentation sensible-
ment identiques :
1. Vconsigne = 10 V
2. fconsigne = 50 Hz
3. fdecoupage = 1450 Hz
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La vitesse de synchronisme est de 1500 tr ·min−1, nous avons effectue´ ces
essais pour trois charges correspondant aux trois vitesses me´caniques sui-
vantes :
1. Ωrotor = 1399 tr ·min−1
2. Ωrotor = 1190 tr ·min−1
3. Ωrotor = 1058 tr ·min−1
Sur la Fig 3.21, nous visualisons tout d’abord l’allure des tensions PWM14
et le courant re´sultant pour chacun des essais.
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Fig. 3.21 – mesures des courants et tensions pour chacun des trois essais
Dans les Fig 3.22, 3.23 et 3.24, on exposera pour chacun des essais les
spectres des tensions (mesure´s) avec les spectres des courants (mesure´s et
calcule´s) alors qu’un tableau re´capitulera les diffe´rentes mesures et calculs.
Notre mode`le est pre´cis a` plus de 1% pour de´terminer les amplitudes du
courant fondamental, il l’est un peu moins pour les harmoniques, cependant
les valeurs restent tout de meˆme acceptables (entre 10 et 20% d’erreur pour
les harmoniques de rang 30). Le couple moyen total est diffe´rent du couple
fondamental que calculerait un sche´ma simplifie´ et lorsque le courant est
suffisament e´leve´, le mode`le donne des re´sultats tout a` fait corrects (0.5%
d’erreurs)15.
Si l’on est capable d’estimer avec une bonne pre´cision les parame`tres du
sche´ma e´quivalent simplifie´, on obtiendra avec l’empilage de sche´mas semi-
complets de bons re´sultats pour la de´termination des spectres de courant et
la valeur du couple moyen.
14l’allure des tension PWM n’est pas une succession de cre´neaux tre`s propres comme on
a l’habitude de les rencontrer dans la litte´rature car l’acquisition s’est faite a` une fre´quence
d’e´chantillonage tre`s e´leve´e – 1 MS/s – et l’on visualise tous les parasites de commutation.
15pour des courants faibles, la concordance entre le couple mesure´ et le couple calcule´
est moins bonne pour une raison e´vidente. Nous comparons un couple me´canique (couple
mesure´) avec un couple e´lectromagne´tique (couple calcule´). La diffe´rence entre ces deux
valeurs correspond aux pertes me´caniques et pour un couple de charge faible, ces pertes
ne sont plus ne´gligeables
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Mesures Calculs
Vfondamental (V ) 10.18 10.155
Vrms (V ) 13.9 13.817
Ifondamental (A) 5.19 5.11
Irms (A) 5.63 5.19
C¯fondamental (N ·m) 0.5631
C¯total (N ·m) 0.35 0.519
Fig. 3.22 – essai a` 1399 tr ·min−1 : spectres de mesures des tensions et
courants (gauche) et spectre de courant calcule´ (droite) en e´chelle line´aire
puis logarithmique et enfin tableau re´capitulatif
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Mesures Calculs
Vfondamental (V ) 10.46 10.437
Vrms (V ) 14.72 14.44
Ifondamental (A) 10.42 10.35
Irms (A) 10.46 10.41
C¯fondamental (N ·m) 1.146
C¯total (N ·m) 1.02 1.048
Fig. 3.23 – essai a` 1190 tr · min−1 : spectres de mesures des tensions et
courants (gauche) et spectre de courant calcule´ (droite) en e´chelle line´aire
puis logarithmique et enfin tableau re´capitulatif
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Mesures Calculs
Vfondamental (V ) 10.28 10.22
Vrms (V ) 14.6 14.12
Ifondamental (A) 10.4 10.42
Irms (A) 10.4 10.47
C¯fondamental (N ·m) 1.196
C¯total (N ·m) 1.09 1.086
Fig. 3.24 – essai a` 1058 tr ·min−1 : spectres de mesures des tensions et
courants (gauche) et spectre de courant calcule´ (droite) en e´chelle line´aire
puis logarithmique et enfin tableau re´capitulatif
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3.5.4 Spectre des champs d’entrefer
A` l’aide des harmoniques de courant de´termine´es a` la sous-section pre´ce´-
dente, nous allons maintenant visualiser les diffe´rents champs cre´e´s dans
l’entrefer de la machine sous forme de spectres deux dimensions (temps et
espace).
La Fig 3.25 repre´sente le champ de force magne´tomotrice cre´e par le sta-
tor lorsqu’il est alimente´ par le courant PWM de la sous section pre´ce´dente.
On constate que la qualite´ du bobinage ne laisse apparaˆıtre que peu d’har-
moniques d’espace essentiellement aux rangs (11 · p0 et 13 · p0). On voit
e´galement apparaˆıtre les harmoniques de temps aux alentours de la fre´quence
de de´coupage (1500Hz).
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Fig. 3.25 – spectre 2D du champ de force magne´tomotrice du stator en
echelle line´aire et logarithmique
La Fig 3.26 repre´sente le champ de force magne´tomotrice cre´e´e par le
rotor. Si on avait constate´ que la re´partition d’une maille de rotor a` cage
pre´sentait un spectre tre`s riche (cf. Fig 3.16), on avait e´galement note´ que
seules les harmoniques multiple du nombre de phase ±1 cre´aient un champ
tournant, c’est pourquoi finalement, avec 21 encoches16, assez peu d’harmo-
niques de champs tournants sont cre´e´es par le rotor.
La Fig 3.27 repre´sente le champ de densite´ de flux B dans l’entrefer.
Celui-ci a e´te´ calcule´ a` l’aide du champ de force magne´tomotrice et de la
fonction de perme´ance. On constate que cette dernie`re fait apparaˆıtre de
nouveaux harmoniques lie´s a` la pre´sence des encoches au rotor et au stator
et a` leurs interactions.
Finalement, la dernie`re Fig 3.28 repre´sente le spectre 2D du tenseur de
16on rappelle que pour le rotor, on a pris une mode´lisation par des mailles pour chaque
couple de barres adjacentes, il y donc autant de phases que de mailles et donc que d’en-
coches
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Fig. 3.26 – spectre 2D du champ de force magne´tomotrice du rotor en echelle
line´aire et logarithmique
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Fig. 3.27 – spectre 2D du champ de densite´ de flux dans l’entrefer en echelle
line´aire et logarithmique
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Maxwell. Comme ce tenseur est calcule´ a` partir d’une forme quadratique
du champ de densite´ de flux B, on sait – et on constate – que ce champ
d’effort a un spectre totalement diffe´rent des champs pre´ce´dents (densite´
de flux et force magne´tomotrice). Jusqu’ici les rangs d’espace principaux
e´taient les rang ±p0 = ±2, de´sormais ce sont les rangs ±2 · p0 = ±4 et 0.
Ce sont donc principalement les champs de ces rangs d’espace qui seront a`
l’origine de la vibration statorique.
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Fig. 3.28 – spectre 2D du tenseur de Maxwell en echelle line´aire et loga-
rithmique
On aurait e´galement pu faire des mesures pour confirmer ces spectres,
mais nous ne posse´dons pas l’appareillage ne´cessaire pour mesurer les den-
site´s de flux (spires supple´mentaires), ni les efforts surfaciques, c’est pourquoi
nous confirmerons ces spectres dans le chapitre suivant lorsque nous serons
capable de mesurer les acce´le´rations vibratoires – donc les de´placements – et
a` l’aide du mode`le me´canique inverse, nous remonterons au champ de force
applique´ et donc au tenseur de Maxwell.
3.6 Re´sume´ de la conversion e´lectrome´canique d’e´nergie
dans une machine asynchrone
Dans ce chapitre, nous avons explique´ le fonctionnement et le calcul
des diffe´rents champs qui prenaient forme dans l’entrefer d’une machine
e´lectrique asynchrone alimente´e par un convertisseur statique PWM. Nous
avons montrer que :
1. pour pouvoir utiliser les outils de mode´lisations en champs tournants,
il fallait connaˆıtre les courants circulants dans tous les conducteurs.
Ceci nous a oblige´ a` construire un sche´ma e´quivalent de la machine
pour de´terminer tous les courants a` partir des tensions applique´es aux
bornes de la machine par le convertisseur
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2. a` partir de la connaissance de ces courants et de la ge´ome´trie de la ma-
chine, nous avons pu utiliser la technique de mode´lisation en champs
tournants. Cette technique a e´te´ syste´matise´e en utilisant des algo-
rithmes de Transforme´e de Fourier Discre`te et des outils d’analyse
matricielle
3. la connaissance des diffe´rents champs en terme de superposition de
champs harmoniques tournants dans l’entrefer, nous a permis de for-
muler aise´ment l’expression des diffe´rents efforts – couples et efforts
radiaux – qui prenaient naissance dans l’entrefer
4. l’analyse harmonique ayant e´galement e´te´ utilise´e pour les efforts, cela
nous permet de connaˆıtre les couples pulsants et ainsi d’avoir un outil
permettant de les minimiser.
Finalement, et c’est ce qui nous interessait le plus, nous avons re´ussi
a` formuler les efforts radiaux applique´s a` la structure statorique, comme
une superposition de champs tournants e´le´mentaires. La connaissance de
ces efforts va nous permettre au chapitre suivant de connaˆıtre les efforts
d’excitations me´caniques et ainsi de pouvoir de´terminer le comportement
vibratoire de notre machine.
Chapitre 4
Comportement vibratoire
d’une structure statorique
L’analyse du comportement vibratoire des machines e´lectriques n’est pas
un sujet re´cent. Des e´tudes ont e´te´ mene´es de manie`re importante de`s les
anne´e 40/50 par des chercheurs ame´ricains [Den Hartog85] [Alger51]
ainsi que par toute une se´rie de chercheurs allemands [Holzman72] [Jordan50]
[Frohne59]. La tendance actuelle est a` l’utilisation de me´thodes de Ritz et
d’e´le´ments finis [VermaWilliamsSingal89] [ColbyMottierMiller96]
pour de´terminer les fre´quences propres d’un stator et son comportement vi-
bratoire. Afin de conserver une approche plus intuitive du proble`me et suite
aux remarques du chapitre 1, nous nous sommes surtout interresse´s aux
me´thodes analytiques. Dans un premier temps, nous de´buterons ce chapitre
par un rappel sur la mise en œuvre de telles techniques pour des syste`mes
continus simples, puis a` partir des diffe´rents travaux consulte´s, nous tente-
rons de faire une synthe`se sur les simplifications qu’il est possible d’envisager
et sur les conse´quences qu’elles apportent dans la mode´lisation analytique
d’un stator. Nous finirons enfin, en exposant l’approche que nous avons rete-
nue pour le calcul des modes propres et la mise en œuvre de la superposition
modale telle qu’elle a e´te´ pre´sente´e dans le chapitre 2.
4.1 Quelques rappels et notions de vibrations des
syste`mes continus
Cette section effectuera un rappel des techniques de mise en e´quation
et de re´solution d’un proble`me vibratoire dans le cas d’un syste`me continu
simple. Elle permettra en outre de pre´ciser les notations utilise´es. Pour cela,
nous nous appuyerons sur l’exemple type rencontre´ dans la litte´rature : le
proble`me de vibrations longitudinales d’une poutre continue. Pour le lecteur
inte´resse´, nous exposerons e´galement dans l’annexe C.1, le proble`me de vi-
brations transversales de cette meˆme poutre car nous verrons dans la suite
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du chapitre, que les vibrations du stator sont une combinaison de ces deux
types de vibrations.
Cette section s’articulera autour des deux grandes techniques de mise en
e´quation :
1. l’approche classique, qui utilise la notion d’e´quilibre des forces et le
Principe de d’Alembert
2. l’approche e´nerge´tique, qui utilise le Principe de Hamilton et les
e´quations de Lagrange1
A` partir des e´quations aux de´rive´es partielles ainsi obtenues, nous introdui-
rons les notions de modes et fre´quences propres qui sont comple`tement lie´s
aux notions de conditions aux limites.
Dans nos travaux, nous utiliserons l’hypothe`se des petites perturbations2.
Pour caracte´riser l’e´longation du mate´riau, nous conside´rerons que le mate´riau
est line´aire – e´lastique – et isotrope. Nous pouvons de`s lors utiliser la loi de
Hooke (proportionalite´ entre contrainte et de´formation).
Soit une barre repre´sente´e sur la Fig. 4.1, de longueur l soumis a` un
effort d’extension N et aucun effort exte´rieur de volume excepte´ son poids.
Fig. 4.1 – barre en extension
4.1.1 Approche classique : e´quilibre des forces et the´ore`me
de d’Alembert
Conside´rons un e´le´ment de longueur dx et de sectionA repre´sente´ Fig. 4.2.
Posons ρ comme sa masse volumique et u comme son de´placement longitudi-
nal. Cet e´le´ment est soumis a` des efforts de tension N a` ces deux extre´mite´s
x et x+ dx.
The´ore`me 4.1.1 (Principe de d’Alembert) Si nous de´finissons une nou-
velle force, la force d’inertie, comme la ne´gation du produit de la masse fois
l’acce´le´ration, alors, pour un corps soumis a` diffe´rents efforts (de contact,
volumique ou d’inertie), ces efforts sont tels que le syste`me de forces est en
e´quilibre.
1L’approche par fonctionnelle d’e´nergie est fondamentale puisqu’elle conduit a` l’utili-
sation du calcul des variations et a` toutes les techniques de type E´lements Finis
2cette hypothe`se implique que les de´placements sont tre`s petits devant les dimensions
de la structure et que les de´formations sont tre`s infe´rieures a` un. Ceci permet de supprimer
les termes quadratiques dans la relation entre de´placement et de´formation et d’obtenir une
relation line´aire
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En vertu du Principe de d’Alembert, la somme de tous les efforts exerce´s
sur cet e´le´ment de barre doit eˆtre nulle. Nous obtenons donc :
Fig. 4.2 – e´quilibre des efforts d’une barre en extension
N +
∂N
∂x
dx−N − ρ ·A · dx · ∂
2 u
∂t2
= 0 (4.1)
En utilisant la loi de Hooke, on peut exprimer N en fonction de la contrainte
axiale σxx et de l’extension axiale εxx =
∂u
∂x (ou plus simplement ici σ et ε
puisqu’il n’y a pas d’ambiguite´). Nous avons donc :
N =A · σ (4.2)
σ =E · ε (4.3)
ou` E est le module de Young. Ceci permet d’arranger l’e´quation (4.1) pour
obtenir finalement :
∂2 u
∂x2
=
1
a2
· ∂
2 u
∂t2
(4.4)
ou` a =
√
E
ρ . Cette e´quation est une e´quation d’onde a` une dimension. Ses
solutions sont la superposition d’ondes qui se propagent dans les deux di-
rections x et −x a` la vitesse a. Pour pouvoir re´soudre comple´tement cette
e´quation, il faut lui adjoindre deux conditions aux limites qui caracte´risent
ce qui se passe a` chaque extre´mite´, c’est-a`-dire en x = 0 et x = l 3 ainsi
que de deux conditions initiales qui tiennent compte de la configuration a`
l’instant t = 0.
3ces conditions aux limites peuvent eˆtre de plusieurs types :
1. libre : N = 0
2. encastre´ : u = 0
3. cas interme´diaire comme le rappel par un ressort
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4.1.2 Approche e´nerge´tique : e´nergie cine´tique, potentielle,
Principe de Hamilton et e´quations de Lagrange
Nous allons maintenant de´duire les e´quations de vibrations de cette
poutre en utilisant une approche e´nerge´tique.
The´ore`me 4.1.2 (E´nergie cine´tique) L’ e´nergie cine´tique T est de´finie
comme la moitie´ de l’inte´grale sur toute la barre de la quantite´ de mouvement
p que multiplie la de´rive´e par rapport au temps du de´placement (soit la
vitesse).
Nous obtenons donc avec p = ρ ·A · ∂u∂t :
T = 1
2
·
∫ l
0
ρ ·A · (∂u
∂t
)2 dx (4.5)
The´ore`me 4.1.3 (E´nergie de de´formation) L’ e´nergie de de´formation V
est de´finie comme la moitie´ de l’inte´grale sur toute la barre des efforts de
de´formations N que multiplie la de´rive´e par rapport a` l’espace du de´placement
(soit la de´formation).
Nous obtenons donc avec N = A · σ et σ = E · ε = E · ∂u∂x :
V = 1
2
·
∫ l
0
E ·A · (∂u
∂x
)2 dx (4.6)
The´ore`me 4.1.4 (Principe de Hamilton) Soit le Lagrangien L de´fini
comme l’e´nergie cine´tique moins l’e´nergie potentielle d’un syste`me me´canique,
alors tout mouvement ne peut prendre forme que si l’action de´finie comme
l’inte´grale A = ∫ t2t1 L dt reste stationnaire pour n’importe quelle variation
arbitraire de la configuration du syste`me lorsque nous fixons la configura-
tion initiale t1 et finale t2 du syste`me.
Les e´quations de Lagrange de´coulent directement de ce principe puis-
qu’elles sont les conditions ne´ce´ssaires et suffisantes pour que l’inte´grale
d’action soit stationnaire : δA = 0.
Par application du Principe de Hamilton ou encore en utilisant les
e´quations de Lagrange4, on obtient finalement l’e´quation :
∂
∂x
(E ·A · ∂u
∂x
)− ρ ·A · ∂
2 u
∂t2
= 0 (4.7)
qui se transforme en notant que notre barre a` une section constante sur toute
sa longueur et en utilisant les notations du paragraphe pre´ce´dent (a =
√
E
ρ ) :
∂2 u
∂x2
=
1
a2
· ∂
2 u
∂t2
(4.8)
4Pour de plus amples renseignements sur l’utilisation de ces the´ore`mes, on pourra
se reporter a` l’ouvrage [Lanczos86] et pour l’application a` des structures continues a`
l’ouvrage [GeradinRixen96]
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Il faut de meˆme ajouter deux conditions aux limites et deux conditions
initiales pour de´finir comple´tement le comportement dynamique.
Les deux techniques – classique et e´nerge´tique – conduisent finalement
a` la meˆme e´quation aux de´rive´es partielles qui va re´gir le comportement
dynamique de la structure.
4.1.3 Introduction a` la notion de modes et fre´quences propres
The´ore`me 4.1.5 (Conditions aux limites) Les notions de modes et fre´-
quences propres sont indissociables de la notion de conditions aux limites.
Ainsi a` des conditions aux limites diffe´rentes correspondent des modes et
fre´quences propres diffe´rents.
Nous n’allons pas traiter de manie`re exhaustive tous les cas de conditions
aux limites, nous nous contenterons de traiter un cas unique qui servira
d’exemple. Prenons le cas ou` les conditions aux extre´mite´s sont toutes les
deux libres.
Les solutions de l’e´quation en terme d’ondes ne sont souhaitables que
dans certains cas particuliers tels que chocs ou impulsions de courtes dure´es.
Pour le proble`me ge´ne´ral des vibrations et des fre´quences propres, on se
contente ge´ne´ralement de regarder les solutions stationnaires, c’est-a`-dire
les solutions dont on peut se´parer les variables de temps et d’espace5. Dans
l’hypothe`se des mouvements harmoniques, de telles solutions prennent la
forme suivante :
u(x, t) = U(x) · (A · cos(ωt) + B · sin(ωt)) (4.9)
Les de´rive´es par rapport a` l’espace ne vont alors s’appliquer qu’au terme
de gauche U(x), alors que les de´rive´es par rapport au temps ne s’applique-
rons qu’aux termes de droite. Nous obtenons pour la fonction spatiale U(x)6
une e´quation de la forme :
∂2U(x)
∂x2
+
(ω
a
)2 · U(x) = 0 (4.10)
Les solutions d’une telle e´quation sont de la forme :
U(x) = C · cos(
(ω
a
)
· x) +D · sin(
(ω
a
)
· x) (4.11)
Les conditions aux limites libres sous-entendent qu’il n’y pas d’effort exerce´
aux extre´mites. Nous avons vu pre´ce´demment que l’effort etait relie´ a` la
5la notion de stationnarit´e, ici, peut aussi eˆtre de´finie comme une solution dont la
vitesse de propagation de l’e´nergie est nulle. Les vitesses de phase valent toujours ± a
mais la vitesse de groupe est nulle
6la fonction U(x) de´finit la forme du mode naturel de vibration. On appelle
ge´ne´ralement cette fonction : fonction naturelle, principale, propre ou encore normale
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de´formation (la de´rive´ par rapport a` l’espace du de´placement), nous aurons
donc : (∂U(x)
∂x
)
x = 0
et
x = l
= 0 (4.12)
Pour trouver les valeurs des parame`tresC et D, on utilise les solutions (4.11)
qui satisfont l’e´quation (4.12) :
1. en x = 0, il est ne´cessaire que D = 0
2. en x = l, il faut C 6= 0 (solution non triviale) et sin((ωa ) · x) = 0
Cette dernie`re condition est ce que l’on appelle l’e´quation des fre´quences.
Elle conduit au calcul des fre´quences propres ωi associe´ au mode Ui(x). Les
premiers modes propres seront repre´sente´s sur la Fig. 4.3.
ωi =
a · i · pi
l
=
i · pi
l
·
√
E
ρ
(4.13)
Ui(x) = Ci · cos(
(ωi
a
)
· x) (4.14)
On remarque sur la figure Fig. 4.3, que le mode U0 correspond a` un
Fig. 4.3 – allure des quatre premiers modes propres Ui(x) des vibrations
longitudinales de la barre (0 ≤ i ≤ 3)
de´placement u constant quelque soit la position. Ce type de mouvement
est appele´ mouvement de corps rigide, c’est-a`-dire qu’il y a de´placement
sans de´formation. Ce mouvement est tout a` fait possible puisque nous avons
pose´ des conditions aux limites libre-libre ce qui implique que rien n’empeˆche
la barre de se de´placer longitudinalement dans un mouvement d’ensemble
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sans subir de de´formation. La valeur de C est choisie arbitrairement, en la
normalisant suivant un certain crite`re7. Prenons pour cet exemple Ci = 1.
Par superposition de tous les modes (0 ≤ i ≤ ∞), la solution comple`te est
finalement :
u(x, t) =
∞∑
i=0
(
cos(
( i · pi
l
)
· x)
)
·
(
Ai · cos(
( i · pi · a
l
)
· t) +Bi · sin(
(i · pi · a
l
)
· t)
)
(4.15)
Les deux constantes Ai et Bi sont de´termine´es par les conditions initiales,
c’est-a`-dire la valeur de u(x, t) a` t = 0.
4.2 E´tat de l’art et synthe`se sur l’e´tude de la struc-
ture statorique d’une machine alternative
4.2.1 Constitution d’une structure statorique
Un stator n’est pas uniquement compose´ d’un empilage de toˆles, il posse`de
e´galement une carcasse externe sur laquelle viennent se greffer les ailettes
de refroidissement (cf. Fig. 4.4).
Fig. 4.4 – dessin d’un stator de machine asynchrone
Cette carcasse a ge´ne´ralement e´te´ ne´glige´e dans les e´tudes anciennes,
cependant une e´tude assez re´cente [VermaWilliamsSingal89] a confirme´
que le comportement de la structure toˆles plus carcasse plus bobinages e´tait
tre`s proche du comportement de la structure toˆles plus bobinages seuls.
Cela indique que le comportement des toˆles plus bobinages pre´domine sur
l’influence de la carcasse et nous pouvons la ne´gliger sans perdre trop de
pre´cision.
7le crite`re le plus souvent retenu est de normaliser le produit vectoriel de deux modes
propres par rapport a` la masse, c’est-a`-dire de forcer
∫ l
0
Ui ·m0 · Uj dx = δij, avec δij, le
symbole de Kronecker (qui vaut 1 si i = j et 0 sinon)
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De meˆme, si initialement, on ne tenait pas compte des bobinages – en-
roulements. Il est maintenant d’usage de ne´gliger la rigidite´ apporte´e par les
enroulements mais pas leur masse. Ceci a e´te´ confirme´ expe´rimentalement et
nous constatons e´galement que les enroulements augmentent fortement les
amortissements et contribuent a` limiter les re´sonances dues aux dents (mou-
vement de rotation sur elles meˆmes : tooth rocking mode). Ces re´sonances
sont d’ailleurs ne´gligeables dans le bruit rayonne´ car elles sont de fre´quences
tre`s souvent supe´rieures a` la gamme audible. L’influence majeure des enrou-
lements est donc d’augmenter la masse de la structure et ainsi de baisser les
fre´quences des modes de type anneau [BelmansHameyer98].
Dans la majorite´ des publications rencontre´es, on constate que les cal-
culs sont effectue´s en deux dimensions. On ne´glige donc l’influence de la
longueur de la machine. Concernant ce parame`tre, l’e´tude de S.P. Verma
cite´e ci-dessus montre assez clairement que la troisie`me dimension ne peut
eˆtre ne´glige´e sans un minimum de pre´cautions car a` chaque mode radial peut
eˆtre associe´ plusieurs modes longitudinaux (cf. Fig. 4.5 [Seide75]). L’e´tude
Fig. 4.5 – Exemples de de´formations : (a) circonfe´rentielles - radiales – et
(b) longitudinales – axiales – d’une coque cylindrique circulaire simplement
supporte´e a` ces extre´mite´es
de S.P. Verma conclut cependant que pour une structure feuillete´e – comme
c’est le cas d’un stator –, les modes antisyme´triques (m = 1, 3, 5 . . .) dis-
paraˆıssent. Ce re´sultat est confirme´ par [LongZhuHowe98] qui indique
e´galement que le feuilletage influe fortement sur le module de Young et de
cisaillement longitudinal mais quasiment pas sur ces modules dans le plan de
la toˆle. Ainsi, si la machine est relativement courte, le seul mode longitudinal
important dans la gamme audible reste le mode m = 0. La de´formation ne
de´pend alors plus de la variable longitudinale et le calcul en trois dimensions
peut se ramener a` un calcul en deux dimensions.
4.2.2 Allure des de´forme´es modales
D’apre`s les remarques du paragraphe pre´ce´dent, pour les machines asyn-
chrones, on peut souvent se ramener a` un calcul en deux dimensions, d’ailleurs,
dans la litte´rature, rares sont les e´tudes en 3 dimensions du comporte-
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ment vibratoire d’une structure statorique. Les e´tudes par e´le´ments finis
ont montre´ que la prise en compte des dents n’apportait que peu de change-
ment [BelmansHameyer98] et les modes apporte´s e´taient a` des fre´quences
bien souvent supe´rieures a` la gamme audible. Les bobinages ayant tendance
a` amortir les modes apporte´s par les dents, il ne reste bien souvent, plus que
des de´forme´es de type anneau 2D comme le montre la plupart des calculs par
e´le´ments finis. Si les modes ont souvent des de´forme´es proches de sinuso¨ıdes
a` diffe´rents nombre de nœuds, pour un certain nombre 2n, on constate qu’il
y a ge´ne´ralement deux de´forme´es, une associe´e a` la fonction sin et une se-
conde associe´e a` la fonction cos8 (cf. Fig. 4.6). Dans le cas d’une structure
parfaitement axi-syme´trique, la fre´quence propre associe´e a` chacun de ces
deux modes est exactement identique. Les dents contrarient cependant sou-
vent cette axi-syme´trique, ce qui fait que les deux fre´quences propres sont
le´ge´rement de´cale´es. On parle alors de re´sonances duales [GirgisVerma81].
Fig. 4.6 – Exemples de modes duaux pour les rangs n = 2, n = 3 et n = 4
Pour un nombre de dents e´leve´, comme c’est le cas des machines asyn-
chrones, ce phe´nome`ne est marginal et on observe ge´ne´ralement qu’une seule
fre´quence associe´e a` un rang n 9. Les conditions aux limites utilise´es dans
la plupart des articles consulte´s sont du type libre-libre, c’est-a`-dire que le
moteur n’est fixe´ a` aucun baˆti et que les surfaces externe et interne du stator
sont libres de contraintes. Finalement, les allures des re´sonances pre´sentes
dans la gamme audible peuvent eˆtre de´compose´es en trois phe´nome`nes phy-
siques diffe´rents :
1. mode d’extension pure (parfois appele´ mode de gonflement ou de res-
piration) : n = 0. On constate qu’il n’y a pas de de´formation de flexion.
2. mode de corps rigide : n = 1. On constate qu’il n’y a ni de´formation
8ces allures sont en fait les meˆmes mais elles sont de´phase´es de pi2
9dans le cas de machine a` faible nombre de dents comme c’est le cas des machines a`
reluctance variable, ce phe´nome`ne est tre`s marque´ au point de croire parfois que l’on a
deux modes diffe´rents
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d’extension, ni de´formation de flexion mais uniquement de´placement
d’ensemble de la structure.
3. mode de flexion sans e´longation : cas ou` n est supe´rieur ou e´gal a` 2.
Finalement, il semble que les allures des re´sonances d’une stucture sta-
torique soient sensiblement identiques a` celle d’une coque cylindrique en
3D ou bien d’un anneau en 2D. Nous allons voir dans la section suivante
comment modifier le calcul du comportement d’un anneau pour mode´liser le
comportement propre d’un stator.
4.2.3 Comparaison stator -anneau et ve´rification des hypothe`ses
Calcul 2D ou 3D
Si nous voulons calculer analytiquement le comportement en 3D (sensi-
blement celui d’une coque cylindrique), nous devons faire l’hypothe`se d’une
coque mince en conside´rant que la de´formation de cisaillement ne contribue
pas a` la de´formation totale. Il existe alors dans la litte´rarature des ope´rateurs
– et notamment dans [Lesueur88] et [CremerHecklUngar88] celui de
Donnell –, qui permettent de mode´liser le comportement dynamique des
coques cylindriques. Ces ope´rateurs sont cependant assez de´licats a` mani-
puler de part leurs complexite´s. Dans le cas ou` un stator serait assez court
et feuillete´, nous avons vu pre´ce´demment qu’il n’apparaˆıt qu’un mode longi-
tudinal, celui de rang m = 0 – de´formation axiale uniforme. Les modes qui
nous inte´ressent sont donc ceux pre´sent dans le plan d’une toˆle. Nous pou-
vons donc calculer ces modes en deux dimensions. De plus, cette hypothe`se
nous e´vite d’avoir a` exprimer le module de Young et de cisaillement longi-
tudinal qui est fortement de´pendant de la pression d’empilage des toˆles. L.
Cremer et M. Heckl notent cependant dans leur ouvrage cite´ ci-dessus que
pour les coques courtes – ce qui est le cas d’une toˆle de machine e´lectrique
–, la valeur des fre´quences d’un anneau (2D) et d’une coque (3D) diffe`rent
le´ge`rement en raison du coefficient de Poisson qui couple les de´formations
longitudinales aux contraintes radiales et inversement. Cependant, ces au-
teurs donnent dans leur ouvrage la valeur des corrections a` utiliser pour
de´terminer les fre´quences d’une coque a` partir de la valeur des fre´quences
d’un anneau. Nous pouvons donc remplacer le calcul 3D par un calcul 2D.
Influence des dents et des enroulements
Nous avons vu pre´ce´demment que les modes propres apporte´s par les
dents (tooth rocking mode) e´taient fortement atte´nue´s par la pre´sence d’un
bobinage et ge´ne´ralement en dehors des spectres audibles. Comme il a e´te´
note´ dans [Den Hartog85] p 166, la pre´sence des dents influe fortement
sur l’e´nergie cine´tique totale mais peu sur l’e´nergie de de´formation. Nous
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pouvons donc les ne´gliger pour leur apport de rigidite´ de flexion mais pas
pour leur apport de masse. Si le stator est impre´gne´, la masse du bobinage
peut e´galement influer sur l’e´nergie cine´tique. L’impre´gnation rend d’ailleurs
la structure si compacte qu’elle fait disparaˆıtre les modes qui pourraient eˆtre
apporte´s par la denture. La masse volumique sera donc modifie´e pour tenir
compte des dents et e´ventuellement du bobinage :
ρmodifiee =
masseanneau +massedents(+massebobinages)
Rayon2externes toˆles −Rayon2fond encoches
(4.16)
La masse volumique non modifie´e de ce type de toˆle est de 7650 kg/m3. Il
faut e´galement tenir compte du foisonnement qui vaut ge´ne´ralement 0, 95
pour ce type de toˆles10. Pour les valeurs du module de Young et de cisaille-
ment dans le plan de la toˆle, nous utiliserons les valeurs constructeurs (FeV
350–35HA)
Ex =Ey = 2.1 · 1011Pa (4.17)
Gxy =8 · 1010 Pa (4.18)
Utilisation d’un mode`le d’anneau e´pais ou mince
A` priori, nous pouvons penser qu’un stator se comporte plus comme
un anneau e´pais que comme un anneau mince. Nous nous sommes donc,
dans un premier temps, inte´resse´s au mode`le analytique d’un anneau e´pais.
Pour la mise en e´quation, notre stator va d’abord eˆtre assimile´ a` une poutre
courbe de section constante et d’e´paisseur non nulle. Ce proble`me doit eˆtre
aborde´ comme un proble`me bidimensionnel en coordonne´es polaires (r, θ) et
de de´placement (u, v) dans ce repe`re. A` partir du Principe de d’Alembert
applique´ a` un e´le´ment infinite´simal de poutre, on arrive a` la formulation des
e´quations d’e´quilibre en coordonne´es polaires11 :
ρ · ∂
2 u
∂t2
=
∂σrr
∂r
+
1
R
· ∂σrθ
∂θ
+
σrr − σθθ
R
+ fr (4.19)
ρ · ∂
2 v
∂t2
=
∂σrθ
∂r
+
1
R
· ∂σθθ
∂θ
+ 2 · σrθ
R
+ fθ (4.20)
auxquelles il faut ajouter les conditions aux limites :
1. pas d’effort – de contrainte – normal a` la surface interne et externe de
l’anneau
2. structure pe´riodique en θ = 2pi
10on rappelle que le foisonnement correspond a` la perte de masse apporte´e par le vernis
isolant entre chaque toˆle
11cf. l’ouvrage de S.P. Timoshenko [Timoshenko87]
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Pour re´soudre ce jeu d’e´quation, on utilise la loi de Hooke qui lie les
contraintes aux de´formations dans un mate´riau isotrope.
σx =λ ·∆ + 2 · µ · εxx idem en y (4.21)
σxy =µ · εxy avec ∆ = εxx + εxy = ∂u∂x + ∂v∂y (4.22)
On se rend compte que la re´solution analytique d’un tel proble`me n’est
pas simple, les coordonne´es polaires ne´cessitant l’utilisation de fonctions de
Bessel12 13.
Ces e´quations sont de´sormais rarement re´solues analytiquement, elles
entrent dans une formulation variationnelle qui conduit a` une re´solution par
des techniques de type e´le´ments finis. Si ce proble`me est re´solu par E.F.,
alors rien ne nous empeˆche de tenir compte des dents et les simplifications
apporte´es perdent tout leur sens. De plus, ces re´solutions nume´riques n’e´tant
pas le sujet de nos travaux, nous n’irons pas plus loin dans leur e´tude.
En conclusion, nous pouvons dire que par une approche analytique, nous
nous heurtons vite a` un proble`me difficile si nous voulons mode´liser notre
stator comme un anneau e´pais. N’y aurait-il pas des simplications accep-
tables conduisant a` des expressions plus simples. En fait, peut-on conside´rer
notre anneau comme suffisamment mince pour pouvoir ne´gliger son e´paisseur
et ainsi e´tudier uniquement les de´placements de sa ligne neutre ?
Influence de l’e´paisseur d’un anneau sur la courbure
Nous allons tout d’abord regarder l’influence de l’e´paisseur de l’anneau
sur la variation de courbure en prenant comme hypothe`se que la de´formation
duˆe au cisaillement est ne´gligeable (cf. annexe C.1.4). Lorsque nous confron-
terons les mesures expe´rimentales aux re´sultats des mode`les de´veloppe´s, nous
verrons s’il est acceptable de conserver cette hypothe`se.
Dans les barres courbes, la re´partition des contraintes n’obe´it plus a`
une loi line´aire comme dans le cas des barres rectilignes mais a` une loi
hyperbolique. L’axe neutre n’est plus sur le centre de gravite´ de la section
mais se de´place vers le centre de courbure (cf. Fig. 4.7)14.
12pour la re´solution analytique comple`te de ce jeu d’e´quation, on pourra se reporter a`
l’ouvrage de A.E.H. Love [Love44]
13Une re´fe´rences aux livres modernes de me´canique des milieux continus conduit a` une
formulation plus syste´matique (cf. par exemple [Salenc¸on95]) : en fait, tout proble`me
de me´canique des milieux continu consiste en la re´solution de l’e´quation d’e´quilibre dyna-
mique :
div(σ) = ρ · (~γ − ~f) (dans le volume) (4.23)
σ · n = T (a` la surface) (4.24)
Si on calcule div(σ) dans un repe`re polaire – cylindrique –, on constate qu’on retrouve
exactement le jeu d’e´quations (4.19) et (4.20)
14pour l’e´tude comple`te, on pourra se reporter au chapitre 12 : barres courbes de
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Fig. 4.7 – comportement statique d’une barre courbe en flexion - re´partitions
des contraintes dans une section
En fait, par rapport a` une poutre droite, il apparaˆıt deux nouvelles in-
connues qui sont e, la distance entre la fibre neutre et le centre de gravite´
et 4∂ϕ, la variation de courbure duˆe a` la flexion par rapport a` la courbure
initiale. Ces deux termes peuvent eˆtre exprime´s en fonction d’une variable
mc fonction de la section
15 :
e =r · mc
mc + 1
(4.25)
∆∂ϕ
∂s
=
M · (mc + 1)
mc · r2 ·A ·E (4.26)
Dans le cas d’une section rectangulaire comme le sont les toˆles magne´tiques,
nous obtenons les parame`tre mc et e de´crits dans la Fig. 4.8.
En conclusion, nous pouvons corriger l’influence de l’e´paisseur de l’an-
neau sur la courbure en faisant intervenir les deux coefficients e et mc qui
de´pendent de la section de la poutre courbe – de l’anneau. Nous conser-
verons e´galement l’hypothe`se de de´formation de cisaillement ne´gligeable.
Cette dernie`re ne sera ve´rifie´e que lors de la confrontation aux mesures
expe´rimentales. Nous pouvons ainsi conserver une mode´lisation d’anneau
mince pour repre´senter notre stator.
[Timoshenko68]
15si l’e´paisseur de la poutre est faible devant r le rayon du centre de gravite´, on voit que
mc tend vers zero et mc · r2 · A tend vers le moment quadratique IGz de la section. On
retrouve donc le cas d’une poutre droite, soit la distance e = 0 et la variation de courbure
∆∂ϕ
∂s =
M
E·IGz
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mc =
r
h
· ln(r2
r1
)− 1 (4.27)
e = r − h
ln( r2r1 )
(4.28)
Fig. 4.8 – comportement d’une barre courbe de section rectangulaire
4.2.4 E´tude du comportement dynamique d’un anneau
Aux sections pre´ce´dentes, nous avons montre´ que sous certaines hy-
pothe`ses et en introduisant quelques coefficients correcteurs, il e´tait possible
d’estimer le comportement naturel d’un stator en l’approchant par le com-
portement naturel d’un anneau mince. Le comportement de ce dernier sera
e´tudie´ en profondeur dans l’annexe C.2, nous rappelerons dans cette sec-
tion uniquement les points principaux. Dans un premier temps, nous avons
conside´re´ les conditions aux limites habituelles libre-libre, c’est-a`-dire que les
surfaces internes et externes de l’anneau sont libres de contraintes : le stator
n’est porte´ par rien. u et v sont de´finis comme les de´placements radiaux et
tangentiaux.
Fig. 4.9 – de´finition de l’anneau mince
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E´tude du mode d’extension
Pour les modes d’extension, nous avons, suivant les deux approches –
classique ou e´nerge´tique – un jeu d’e´quation aux de´rive´es partielles (EDP)
ou bien une expression pour l’e´nergie cine´tique et potentielle :
1. approche classique :
ρ ·A ·R · ∂
2 u
∂t2
− E ·A
R
·
(∂v
∂θ
− u
)
= 0 (4.29)
ρ ·A ·R · ∂
2 v
∂t2
− E ·A
R
·
(∂2v
∂θ2
− ∂u
∂θ
)
= 0 (4.30)
2. approche e´nerge´tique :
V =1
2
·
∫ l
0
E ·A ·
(∂v
∂s
)2
ds (4.31)
T =1
2
·
∫ l
0
ρ ·A ·
(∂u
∂t
)2
ds (4.32)
L’utilisation de l’une ou l’autre de ces me´thodes, conduit pour les conditions
aux limites libre-libre a` une infinite´ de pulsations et de modes propres :
ω2n =
E ·A
ρ ·A ·R2 · (1 + n
2) (4.33)
Un(θ) = An · sin(nθ) +Bn · cos(nθ) (4.34)
Vn(θ) = n ·
(
An · cos(nθ)− Bn · sin(nθ)
)
(4.35)
Nous ne conservons que le premier mode (n = 0), qui satisfait exactement
l’e´quation de mouvement et qui est ge´ne´ralement le seul situe´ dans la gamme
audible16. On constate alors que U0 et V0 ne de´pendent plus de θ – sont
constants – ce qui signifie que u et v ne de´pendent que de t et non de θ. Ce
mode est appele´ mode de gonflement et est repre´sente´ Fig. 4.10.
ω20 =
E ·A
ρ ·A ·R2 =
E
ρ ·R2 (4.36)
U0(θ) = U0 (inde´pendant de θ) (4.37)
V0(θ) = 0 (pas de de´placement tangentiel) (4.38)
16on notera que les fre´quences propres d’extension sont toujours situe´es a` des fre´quences
beaucoup plus e´leve´es que les fre´quences propres de flexion e´tudie´es ci-apre`s. Pour ces
raisons, seule le mode fondamentale d’extension est ge´ne´ralement e´tudie´e, les harmoniques
e´tant a` des fre´quences trop importantes pour eˆtre geˆnantes
80 CHAPITRE 4. COMPORTEMENT VIBRATOIRE
Fig. 4.10 – mode d’extension d’un anneau pour n = 0
E´tude du mode de flexion
Pour le mode de flexion, nous obtenons :
1. approche classique : jeu de trois e´quations
∂T
∂θ
+ N − ρ ·A ·R · ∂
2 u
∂t2
= 0
∂N
∂θ
− T − ρ ·A ·R · ∂
2 v
∂t2
= 0 (4.39)
∂M
∂θ
+ T ·R− Im · ∂
2
∂t2
(∂u
∂θ
+ v
)
= 0
2. approche e´nerge´tique :
V =1
2
∫ 2pi
0
E · IGz
R4
·
(∂2 u
∂θ2
+ u
)2
Rdθ (4.40)
T =1
2
∫ 2pi
0
ρ ·A ·
(
u˙2 + v˙2
)
Rdθ (4.41)
Pour les conditions libre-libre, nous obtenons finalement :
ω2n =
E · I · n2 · (n2 − 1)2
ρ ·A ·R4 · (n2 + 1) (4.42)
Un(θ) = +Cn · cos(nθ) (4.43)
Vn(θ) = −Cn
n
· sin(nθ) (4.44)
Ces diffe´rents modes propres de flexion seront repre´sente´s sur la Fig. 4.11
pour 1 ≤ n ≤ 4.
On montre en annexe C.3 que le mode n = 1 correspond en 2D a` un mode
de corps rigide pour des conditions aux limites libre-libre. L’anneau peut se
de´placer sans de´formation de manie`re libre, ce qui doit correspondre a` une
fre´quence propre nulle. C’est bien ce que nous obtenons avec l’e´quation (4.43)
pour n = 1. L’e´quation dynamique du mouvement de flexion englobe donc
le mode de corps rigide.
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Fig. 4.11 – modes de flexion d’un anneau pour 1 ≤ n ≤ 4
Les fre´quences que nous venons de calculer sont utilise´es depuis rela-
tivement longtemps pour le calcul des fre´quences propres de stator (cf.
[Den Hartog85], [Alger51] et [VijayraghavanKrishnan99]). La re-
construction de´taille´e du calcul n’est cependant pas inutile puisqu’elle nous
permet de faire apparaˆıtre les parame`tres pertinents, c’est a` dire l’influence
de parame`tres tels que masse, moment quadratique, hauteur, rayon sur la
valeur des fre´quences naturelles.
E´tude d’autres conditions aux limites
Certains auteurs ont e´tabli des formules qui permettent de prendre en
compte d’autres conditions aux limites. Citons a` ce sujet J.P. Den Hartog,
dans [Den Hartog85] qui a calcule´ a` partir d’une me´thode de Rayleigh
la valeur de la fre´quence propre fondamentale d’un moteur pose´ sur des
pieds comme une modification de la formule des fre´quences propres propres
de flexion donne´e par l’e´quation (4.43) (cf. Fig. 4.12 et e´quation mo-
difie´e (4.45)). Cette modification n’est cependant valide que pour un moteur
fixe´ par des pieds et non pour un moteur fixe´ par les flasques.
ωn =
√
E · I
ρ ·A ·R4 · f(α) (4.45)
Fig. 4.12 – modifications apporte´es par les supports du moteur sur la
fre´quence propre fondamentale de flexion d’un stator
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Dans cette section, nous avons vu comment on pouvait approcher ana-
lytiquement le comportement naturel d’un stator en faisant certaines hy-
pothe`ses et en utilisant des coefficients permettant de nous ramener au cal-
cul d’un anneau mince. A` partir des remarques et calculs de cette section,
nous allons pouvoir utiliser le comportement naturel – sans excitation – pour
de´crire le comportement force´ de la structure – soumise a` une excitation –
en faisant usage des techniques de superposition modale que nous avons in-
troduites dans le chapitre 2.
4.3 Proble`me aux valeurs propres : analyse et su-
perposition modale
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente, que le comportement d’un
stator pouvait eˆtre approche´ par celui d’un anneau mince. Le comporte-
ment naturel d’un anneau mince a e´te´ rappele´ et nous avons pu se´parer son
comportement en trois comportements distincts re´gis par des e´quations aux
de´rive´es partielles diffe´rentes dont le troisie`me n’est qu’un cas particulier du
deuxie`me :
1. de´formation de type extension pure (mode de gonflement)
2. de´formation de type flexion pure.
3. de´placement sans de´formation (mouvement de corps rigide). Cas par-
ticulier du comportement de flexion.
A` partir de ces trois comportements, nous allons de´velopper l’analyse mo-
dale de notre structure a` partir d’un proble`me de valeurs propres puis nous
e´tudierons le comportement force´, c’est a` dire le comportement lorsque nous
soumettons notre structure a` des efforts tels qu’ils ont e´te´ calcule´s dans le
chapitre 3. Ce comportement force´ sera e´tudie´ en utilisant la technique de
superposition modale.
Dans le chapitre 2, nous avions expose´ cette technique tout d’abord sans
amortissement puis avec. Si, en re´alite´, toutes les structures sont dissipatives,
on sait qu’en pratique, il est extreˆmement difficile d’estimer la valeurs des co-
efficients d’amortissement sans avoir recours a` des techniques d’identification
comme celles qui sont expose´es par D.J. Ewins dans son ouvrage [Ewins84].
Pour utiliser des techniques d’identification, il faut ne´cessairement avoir
construit la structure, ce qui ne peut eˆtre le cas lors de la conception. Nous
avions e´galement note´ que si nous e´tions en mesure de placer les excitations
suffisamment loin des re´sonances, les amortissements pouvaient eˆtre ne´glige´s.
En premie`re approximation, nous allons appliquer la technique de superpo-
sition modale a` notre structure statorique en conside´rant qu’elle n’est pas
amortie. Cette hypothe`se implique que les re´ponses que nous de´terminerons
ne seront fiables qu’a` condition que les fre´quences d’excitation – les efforts
applique´s a` la structure – soient suffisamment e´loigne´es des fre´quences na-
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turelles, puisque nous venons de dire que pre`s de la re´sonance, le compor-
tement est fortement lie´ a` l’amortissement alors qu’il ne l’est pratiquement
pas assez loin. Nos mode`les seront valables a` condition de pouvoir placer
nos excitations suffisament loin des re´sonances me´caniques de la structure.
Nous e´tudierons se´quentiellement chacun des trois comportements. Par
utilisation du the´ore`me de superposition, nous pourrons alors reconstruire le
comportement complet de la structure en notant qu’il n’est que la superpo-
sition de chacun des comportements calcule´ pour chacun des modes soumis
a` chacun des efforts.
Le plan de cette section sera identique pour chacun des comportements.
Apre`s un rappel de l’e´quation aux de´rive´es partielles qui re´git le com-
portement dynamique, nous re´soudrons le proble`me de valeur propre qui
n’est autre que le calcul du re´gime naturel – fre´quences et modes propres.
Nous projeterons ensuite les efforts d’origine e´lectromagne´tique dans la base
constitue´e des vecteurs propres, nous re´soudrons le proble`me en re´gime per-
manent dans cette base propre et nous rame`nerons enfin la solution dans la
base initiale17.
4.3.1 Re´ponse dynamique de la structure sur son mode d’ex-
tension
L’e´quation au de´rive´es partielles (EDP) qui re´git le comportement d’ex-
tension est d’apre`s la section pre´ce´dente et l’annexe C.2 :
−ρ ·A · ∂
2 u
∂t2
+
E ·A
R2
·
(∂2 u
∂θ2
− u
)
= 0 (4.46)
Re´solution du proble`me de valeurs propres
Pour re´soudre un tel proble`me, faisons l’hypothe`se de se´paration des
variables, c’est a` dire que la solution sera de type stationnaire – non propa-
gative. La solution sera de la forme :
u(t, θ) = φ(t) · U(θ) (4.47)
E´crivons l’e´quation (4.46) en utilisant la solution a` variables se´parables, on
trouve, en utilisant U ′(θ) = dUdθ :
ρ · φ¨(t) ·U(θ) = E
R2
·
(
φ(t) · U ′′(θ)− φ(t) · U(θ)
)
(4.48)
17plutoˆt que de projeter les e´quations dynamiques dans la base des vecteurs propres
comme nous allons le faire ici, certains auteurs utilisent le the´ore`me des travaux virtuels en
prenant un de´placement virtuel ayant la forme d’une fonction normale. C’est par exemple
ce qu’utilise S.P. Timoshenko dans [TimoshenkoYoungWeaver74]. Ces deux fac¸ons
de proceder sont cependant totalement e´quivalentes et conduisent au meˆme re´sultat pour
l’expression du de´placement
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ce qui peut encore s’e´crire sous la forme :
ρ · φ¨(t)
φ(t)
=
E
R2
· U
′′(θ)− U(θ)
U(θ)
(4.49)
Les variables t et θ e´tant inde´pendantes l’une de l’autre, les parties droite et
gauche de l’e´quation (4.49) doivent eˆtre satisfaites inde´pendamment l’une
de l’autre, ce qui conduit a` poser qu’on a a` la fois :
K =ρ · φ¨(t)
φ(t)
(K constante) (4.50)
K =
E
R2
· U
′′(θ)− U(θ)
U(θ)
(∀ t et θ) (4.51)
Pour que la solution soit physique, il faut que Kρ soit ne´gatif – stabilite´
de la partie temporelle. Posons −Kρ = p2n ou` pn a les dimensions d’une
pulsation, nous obtenons alors :
−U
′′(θ)− U(θ)
U(θ)
= p2n · ρ ·
R2
E
(4.52)
Posons p2n · ρ · R
2
E = λp et cherchons les solutions de −U
′′(θ)−U(θ)
U(θ) = λp. Les
solutions d’une telle e´quation diffe´rentielle sont des fonctions exponentielles
imaginaires pures de la forme U(θ) =
∑
i Aˆi · ej·iθ. En remplac¸ant par la
solution, on trouve finalement pour une valeur n de i :
λp = n
2 + 1 (4.53)
ce qui nous conduit finalement en utilisant l’e´quation (4.52) aux fre´quences
et vecteurs propres du syste`me :
p2n =
E · (n2 + 1)
ρ ·R2 (4.54)
Un(θ) = An · sin(nθ) (4.55)
Ces vecteurs propres sont de´finis a` une constante multiplicative pre`s. On a
coutume en e´lastodynamique de les normer par rapport a` la masse, de telle
sorte que :∫
Ω
Ui ·m0 · Uj dΩ =
{
0 si i 6= j (orthogonalite´)
1 si i = j (normalisation)
(4.56)
Ceci nous permet d’obtenir la valeur des An pour n 6= 0 :∫ 2pi
0
An · sin(nθ) · ρ ·A ·An · sin(nθ)Rdθ = 1 (4.57)
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An =
√
1
ρ ·A ·R · pi (n 6= 0) (4.58)
et la valeur de A0 : ∫ 2pi
0
A0 · ρ ·A ·A0 Rdθ = 1 (4.59)
A0 =
√
1
ρ ·A ·R · 2pi (4.60)
On a donc de´fini une base orthonorme´e de fonctions Un(θ) = An ·sin(nθ)
sur laquelle, on va maintenant projeter l’e´quation d’e´quilibre dynamique.
Re´ponse a` une excitation dans la base modale
Soit le syste`me pre´ce´dent soumis a` une excitation q(θ, t), l’e´quation aux
de´rive´es partielles se transforme en l’e´quation force´e suivante :
−ρ ·A · ∂
2 u
∂t2
+
E ·A
R2
·
(∂2 u
∂θ2
− u
)
+ q(θ, t) = 0 (4.61)
Projetons cette e´quation sur chacune des composantes de la base modale
de´finie pre´ce´demment, soit pour la coordonne´e n :∫
Ω
(e´quation d’e´quilibre) · Un dΩ = 0 (4.62)∫ 2pi
0
(
− ρ ·A · ∂
2 u
∂t2
+
E ·A
R2
·
(∂2 u
∂θ2
− u
)
+ q(θ, t)
)
·Un Rdθ = 0 (4.63)
En inte´grant par partie, on peut montrer l’e´galite´ suivante :∫ 2pi
0
∂2 u
∂θ2
· Un dθ = [∂u
∂θ
·Un]2pi0 −
∫ 2pi
0
∂u
∂θ
· ∂Un
∂θ
dθ (4.64)
La premie`re partie du second menbre est nulle puisque Un et u sont pe´riodiques
de pe´riode 2pi, ainsi il ne reste plus que la seconde partie du second membre
que l’on transforme une nouvelle fois par inte´gration par partie. La premie`re
partie du nouveau second membre sera une nouvelle fois nulle et il ne restera
finalement plus que :∫ 2pi
0
∂2 u
∂θ2
·Un dθ = +
∫ 2pi
0
u · ∂
2Un
∂θ2
dθ (4.65)
Cette identite´ est introduite dans l’e´quation d’e´quilibre projete´e (4.63) ce
qui conduit a` :∫ 2pi
0
−ρ ·A · ∂
2 u
∂t2
· Un + E ·A
R2
·
(∂2Un
∂θ2
− Un
)
· u+ q · UnRdθ = 0 (4.66)
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La base modale e´tant comple`te, u(θ, t) peut eˆtre exprime´ dans cette base :
u(θ, t) =
∑
i
φi(t) · Ui(θ) (4.67)
Remplac¸ons cette expression dans l’e´quation (4.66) :∫ 2pi
0
− ρ ·A ·
∑
i
φ¨i(t) · Ui(θ) · Un + E ·A
R2
·
(∂2Un
∂θ2
− Un
)
·∑
i
φi(t) · Ui(θ) + q · UnRdθ = 0 (4.68)
Par re´solution du proble`me de valeur propre, nous savons que −
(
∂2 Un
∂θ2
−
Un
)
= λp ·Un = (n2 + 1) ·Un et que les fonctions Un sont orthogonales entre
elles et norme´es par rapport a` m0 = ρ ·A. Dans l’e´quation (4.68), il ne reste
plus que les composantes en n, ce qui donne :
−φ¨n − E ·A
R2
· (n2 + 1) · φn +
∫ 2pi
0
q ·UnRdθ = 0 (4.69)
Nous avions e´galement pose´ que E·A
R2
· (n2 + 1) = p2n, la pulsation propre du
syste`me, ceci nous conduit donc a` :
φ¨n + p
2
n · φn =
∫ 2pi
0
q · UnRdθ (4.70)
Le second membre correspond a` la force projete´e sur la composante n de la
base modale, soit la force ge´ne´ralise´e modale Qn.
Nous avons vu dans le chapitre 3, que nous e´tions capable d’exprimer
l’effort surfacique d’origine e´lectromagne´tique applique´ a` la structure stato-
rique comme la superposition de champs tournants harmoniques dans l’en-
trefer. Cette de´monstration va nous eˆtre forte utile dans cette section car
on peut alors exprimer l’effort q comme une superposition de ces champs
harmoniques, soit de la forme :
q =
∑
i
qi · sin(ωit ± iθ) (4.71)
Nous savons e´galement qu’un seul de ces efforts contribue a` exciter la
de´formation d’extension, c’est celui qui ne de´pend pas de θ puisque tous les
autres vont exciter une de´formation de flexion qui correspondra a` une autre
e´quation aux de´rive´es partielles traite´e a` la sous-section suivante. Cet effort
excitant le mode d’extension correspond a` i = 0. La force prend la forme :
q = q0 · sin(ω0t) (4.72)
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Pour ce cas, la force modale Qn devient :
Qn =
{
0 si n 6= 0∫ 2pi
0 q ·U0Rdθ si n = 0
(4.73)
ce qui correspond pour le cas n = 0 a` :
Q0 =
∫ 2pi
0
q0 · sin(ωOt)A0Rdθ
=q0 ·
√
R · 2pi
ρ ·A sin(ω0t) (4.74)
Il n’y a donc re´gime force´ que sur la composante n = 0, tous les autres cas
correspondront a` un re´gime libre. Sur cette coordonne´e n = 0, l’e´quation
d’e´quilibre dynamique est donc transforme´e sur la coordonne´e 0 de la base
modale en :
φ¨0(t) + p
2
0 · φ0(t) = q0 ·
√
R · 2pi
ρ ·A sin(ω0t) (4.75)
Pour re´soudre cette e´quation, nous ne nous inte´resseront qu’au re´gime per-
manent, c’est-a`-dire aux solutions de la forme :
φ0(t) = φˆ0 · sin(ω0t + ϕ0) (4.76)
ce qui conduit a` la solution :
φˆ0 =
q0 ·
√
R·2pi
ρ·A
p20 − ω20
(4.77)
soit pour φ0(t) :
φ0(t) =
q0 ·
√
R·2pi
ρ·A
p20 − ω20
· sin(ω0t) (4.78)
La solution u(θ, t) est construite a` partir de l’e´quation (4.67) :
u(θ, t) =φ0(t) ·U0(θ)
=
q0 ·
√
R·2pi
ρ·A
p20 − ω20
· sin(ω0t) ·
√
1
ρ ·A ·R · 2pi (4.79)
La solution finale est donc :
u(θ, t) =
q0
ρ ·A · (p20 − ω20)
· sin(ω0t) (4.80)
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En passant par la base modale, on a donc re´usssi a` transformer un
syste`me dynamique couple´, en une infinite´ – autant que de modes propres
– de syste`mes de´couple´s du second ordre en temps. Sur cette infinite´ de
syste`mes de´couple´s, un seul est soumis a` une force modale, les autres seront
des re´gimes libres. Ce syste`me force´ est facilement re´solu lorsque l’excitation
est de forme sinuso¨ıdale en temps. A l’aide de la solution dans la base
modale, il est aise´ de revenir dans la base initiale pour obtenir l’expression
analytique de u(t, θ). Dans l’introduction de cette section, lorsque nous avons
fait l’hypothe`se d’une structure non dissipative – sans amortissement – nous
avions suppose´ que les fre´quences des excitations devaient eˆtre e´loigne´es des
fre´quences de re´sonances, ceci est confirme´ par la forme de la re´ponse en
1
p20−ω20
qui tend vers l’infini lorsque la fre´quence d’excitation ω0 tend vers la
fre´quence de re´sonance p0.
4.3.2 Re´ponse dynamique de la structure sur ses modes de
flexion
L’e´quation aux de´rive´es partielles (EDP) qui re´git le comportement de
flexion de l’anneau est d’apre`s la section pre´ce´dente et l’annexe C.2 :
−ρ ·A · ∂
2
∂t2
·
(
u− ∂
2 u
∂θ2
)
+
E · IGz
R4
·
(∂6 u
∂θ6
+ 2 · ∂
4 u
∂θ4
+
∂2 u
∂θ2
)
= 0 (4.81)
avec IGz le moment quadratique – de flexion – de la section
18 19
Re´solution du proble`me de valeurs propres
De meˆme que pour le calcul en extension, on fait l’hypothe`se de se´paration
des variables de la solution (solution stationnaire). On pose :
u(t, θ) = φ(t) ·U(θ) (4.82)
L’e´quation devient, en utilisant la notation U (i) = ∂
i U
∂θi
:
− ρ ·A ·
(
φ¨(t) · U(θ)− φ¨(t) · U (2)(θ)
)
+
E · IGz
R4
·
(
φ(t) · U (6)(θ) + 2 · φ(t) ·U (4)(θ) + φ(t) · U (2)(θ)
)
= 0 (4.83)
ce qui peut s’e´crire :
ρ ·A · φ¨(t)
φ(t)
=
E · IGz
R4
· U
(6)(θ) + 2 · U (4)(θ) + U (2)(θ)
U(θ)− U (2)(θ) (4.84)
18soit pour une section carre´ comme c’est le cas dans les toˆles de machines e´lectrique :
IGz =
b·h3
12
avec h la hauteur de la toˆle sans les dents et b l’e´paisseur d’une toˆle
19on remarque que l’on peut e´galement diviser l’e´quation par l’e´paisseur d’une toˆle, ce
qui revient a` remplacer A par h et IGz =
b·h3
12 par I
′
Gz =
h3
12
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θ et t e´tant des variables inde´pendantes, il faut ne´cessairement que les
e´quations (droite et gauche) soient verifie´es inde´pendamment, c’est-a`-dire
que si :
ρ ·A · φ¨(t)
φ(t)
= K ∀t (4.85)
il faut e´galement que
E · IGz
R4
· U
(6)(θ) + 2 · U (4)(θ) + U (2)(θ)
U(θ)− U (2)(θ) = K ∀θ (4.86)
Posons − φ¨(t)
φ(t)
= p2 ou` p a les dimensions d’une pulsation20. De meˆme que
pre´ce´demment en posant :
− U
(6)(θ) + 2 · U (4)(θ) + U (2)(θ)
U(θ)− U (2)(θ) = λp (4.87)
on obtient :
λp = −K · R
4
E · IGz = p
2 · ρ ·A ·R
4
E · IGz (4.88)
Cherchons les solutions de l’e´quation (4.87). Ces solutions sont des fonc-
tions exponentielles complexes. La condition aux limites de continuite´ en 2pi
(cylindre entier : u(t, θ) = u(t, θ + 2pi)) exclue les solutions de types hyper-
boliques, il ne reste alors que les solutions trigonome´triques – imaginaires
pures. Aucun point n’est fixe´ en rotation autour de l’axe de syme´trie, cela
signifie que l’angle de phase n’est pas fixe´, on peut donc prendre une solution
de la forme U(θ) =
∑
i Ai · sin(iθ + ϕi) avec ϕi quelconque. En conservant
la notation exponentielle, on pose U(θ) =
∑
i Aˆi · ej·iθ qu’on introduit dans
l’e´quation (4.87) pour une valeur n de i :
− Aˆn · (jn)
6 · ejnθ + 2 · Aˆn · (jn)4 · ejnθ + Aˆn · (jn)2 · ejnθ
Aˆn · ejnθ − Aˆn · (jn)2 · ejnθ
= λp (4.89)
Ce qui conduit, en utilisant la relation entre K et p de l’e´quation (4.88), aux
fre´quences et vecteurs propres :
p2n =
E · IGz
ρ ·A ·R4 ·
n2 · (n2 − 1)2
(n2 + 1)
(4.90)
Un(θ) = An · sin(nθ + ϕn) (4.91)
20cf. la sous-section pre´ce´dente sur l’extension sur la notion de stabilite´ et donc la
ne´cessaire valeur ne´gative de Kρ·A
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Nous avons finalement re´solu le proble`me de valeurs propres :
−
ope´rateur D1︷ ︸︸ ︷(
U (6)(θ) + 2 · U (4)(θ) + U (2)(θ)) =λp(
ope´rateur D2︷ ︸︸ ︷
U(θ)− U (2)(θ)
)
(4.92)
−D1
D2
(
U(θ)
)
=λp · U(θ) (4.93)
On sait qu’un vecteur propre n’est de´fini qu’a` une constante pre`s, il est
courant en e´lastodynamique de normaliser les vecteurs propres par rapport
a` la masse : ∫
Ω
Ui ·m0 · Uj dΩ = δij (4.94)
avec δij le symbole de Kronecker. De meˆme que pour la sous-section sur
l’extension ceci conduit a` de´terminer les An qui prennent ici la valeur :
An =
√
1
ρ ·A ·R · pi (4.95)
On a donc de´fini une base orthonorme´e de fonctions Un(θ) =
√
1
ρ·A·R·pi ·
sin(nθ + ϕn) sur laquelle, on va maintenant projeter l’e´quation d’e´quilibre
dynamique.
Re´ponse a` une excitation dans la base modale
On reprend l’e´quation d’e´quilibre dynamique (4.81) et on y ajoute un
effort exte´rieur q(t, θ), on obtient la nouvelle e´quation :
−ρ ·A · ∂
2
∂t2
·
(
u− ∂
2 u
∂θ2
)
+
E · IGz
R4
·
(∂6 u
∂θ6
+ 2 · ∂
4 u
∂θ4
+
∂2 u
∂θ2
)
+ q(t, θ) = 0
(4.96)
La re´solution du proble`me de valeurs propres a montre´ que les vecteurs
propres normalise´s formaient une base sur laquelle on pouvait projeter les
e´quations. En utilisant le meˆme proce´de´ que pour les de´formations d’exten-
sion, on obtient la projection :
∫ 2pi
0
(
− ρ ·A · ∂
2
∂t2
·
(
u− ∂
2 u
∂θ2
)
+
E · IGz
R4
·
(∂6 u
∂θ6
+ 2 · ∂
4 u
∂θ4
+
∂2 u
∂θ2
)
+ q(t, θ)
)
· UnRdθ = 0 (4.97)
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En inte´grant par partie comme dans la sous-section d’extension, on de´montre
que : ∫ 2pi
0
∂6 u
∂θ6
· Un(θ)Rdθ =
∫ 2pi
0
u(θ) · ∂
6Un
∂θ6
Rdθ (4.98)∫ 2pi
0
∂4 u
∂θ4
· Un(θ)Rdθ =
∫ 2pi
0
u(θ) · ∂
4Un
∂θ4
Rdθ (4.99)∫ 2pi
0
∂2 u
∂θ2
· Un(θ)Rdθ =
∫ 2pi
0
u(θ) · ∂
2Un
∂θ2
Rdθ (4.100)
(4.101)
En utilisant ces re´sultats, on obtient finalement pour l’e´quation d’e´quilibre
projete´e sur Un
21 :∫ 2pi
0
− ρ ·A · ∂
2
∂t2
·
(
u ·Un − u · ∂
2Un
∂θ2
)
+
E · IGz
R4
·
(
u · ∂
6Un
∂θ6
+ 2 · u · ∂
4Un
∂θ4
+ u · ∂
2Un
∂θ2
)
+ q(t, θ) · UnRdθ = 0 (4.102)
Ce qui peut se simplifier en utilisant les re´sultats du proble`me de valeurs
propres et notamment l’e´quation (4.92) :∫ 2pi
0
(
Un(θ) − ∂
2Un
∂θ2
)
·
(
− ρ ·A · ∂
2 u
∂t2
− E · IGz
R4
· λp,n · u
)
+ q(t, θ) · UnRdθ = 0 (4.103)
En utilisant l’expression du vecteur propre de l’e´quation (4.91), on a directe-
ment ∂
2 Un
∂θ2
= −n2 ·Un. On de´compose u(t, θ) sur la base propre, c’est a` dire
que u(t, θ) =
∑
i φi(t) · Ui(θ) et on l’introduit dans l’e´quation pre´ce´dente,
ce qui donne finalement, en utilisant les proprie´te´s d’orthogonalite´ et de
normalisation entre les vecteurs propres :
(1 + n2) ·
(
− φ¨n(t)− E · IGz
ρ ·A ·R4 · λp,n · φn
)
+ Qn(t, θ) = 0 (4.104)
ou` Qn, la force modale, est la projection de la force q sur le mode Un,
soit
∫ 2pi
0 q(t, θ) ·UnRdθ. Finalement, pour chaque coordonne´e n, on obtient
l’e´quation du second ordre en temps :
φ¨n(t) + λp,n · E · IGz
ρ ·A ·R4 · φn =
1
1 + n2
·Qn(θ, t)
φ¨n(t) + p
2
n · φn =
1
1 + n2
·Qn(θ, t) (4.105)
21on rappelle que ∂
2
∂t2
(u) · Un = ∂2∂t2 (u · Un) puisque Un ne de´pend pas de t
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Dans la suite de cette section, nous allons e´tudier les forces modales
ainsi que la re´ponse de la structure a` ces excitations. Dans le chapitre 3,
nous avons de´crit les efforts d’origine e´lectromagne´tique comme une super-
position de champs tournants harmoniques. Parmi ces champs tournants
harmoniques, les champs de rang d’espace ze´ro ont e´te´ utilise´s dans la sec-
tion pre´ce´dente pour calculer la re´ponse d’extension pure de la structure.
Tous les autres efforts – de rang d’espace non nuls – contribueront a` exciter
la structure sur ces modes de flexion radiaux. Ils vont donc eˆtre utilise´s dans
cette section comme efforts d’excitation de la structure.
q =
∑
i
qi · sin(ωit ± iθ) (i 6= 0) (4.106)
Nous savons que ces champs sont des champs tournants a` la vitesse ωi∓i , ils
ne sont donc, par de´finition, stationnaire – pour un rang i, on ne peut pas
se´parer l’effort en une fonction qui ne de´pend que du temps et une fonction
qui ne de´pend que de l’espace. Quand nous avons re´solu le proble`me de va-
leurs propres de flexion du stator pour des conditions aux limites libre-libre,
nous avons remarque´ que le vecteur propre Un e´tait de´fini a` une constante
pre`s non seulement pour son amplitude An mais e´galement pour sa phase
ϕn. Ceci signifie qu’a` une fre´quence propre peut correspondre tous les vec-
teurs propres de meˆme allure – de meˆme rang n – mais de´cale´s d’un angle
ϕn dans l’espace (cf. Fig. 4.13 pour le rang n = 2 et plusieurs valeurs de
ϕ)22. On peut donc dire qu’a` n’importe quel effort harmonique, il existe un
ϕn
Fig. 4.13 – meˆme vecteur propre n = 2 mais pour diffe´rentes valeurs de ϕn
vecteur propre qui sera en phase avec lui.
Dans un premier temps, on peut poser que l’effort applique´ est station-
naire – a` variables se´parables – et lorsqu’on aura comple`tement calcule´ la
re´ponse de la structure, on modifiera cette re´ponse pour, non plus avoir une
re´ponse stationnaire, mais pour avoir une re´ponse qui tourne a` la vitesse de
22ceci n’est plus force´ment vrai pour d’autres conditions aux limites, par exemple si un
point du stator est fixe´ rigidement sur un baˆti parfaitement fixe. Dans le cas d’un stator
fixe´, non sur des pieds mais par un de ces flasques, l’hypothe`se libre-libre est relativement
correcte
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de´part de l’effort d’excitation. Ainsi, dans un premier temps, les efforts d’ori-
gine e´lectromagne´tique peuvent eˆtre transforme´s en des efforts stationnaires
q˘ :
q˘ =
∑
i
qi · sin(ωit) · sin(iθ) (i 6= 0) (4.107)
Calculons la force modale – ge´ne´ralise´e – de cette effort transforme´ q˘ sur la
coordonne´e Un :
Q˘n =
∫ 2pi
0
q˘(t, θ) ·Un Rdθ (4.108)
Q˘n =
∫ 2pi
0
∑
i
qi · sin(ωit) · sin(±iθ) ·An · sin(nθ)Rdθ (4.109)
Par orthogonalite´ des fonctions trigonome´triques, on sait que Q˘n ne sera
diffe´rente de ze´ro que si i = n. On obtient finalement :
Q˘n = qn · R · pi
ρ ·A · sin(ωnt) (4.110)
L’e´quation d’e´quilibre dynamique est donc pour chaque valeur de n :
¨˘
φn + p
2
n · φ˘n =
1
1 + n2
· qn · R · pi
ρ ·A · sin(ωnt) (4.111)
Pour re´soudre cette e´quation, nous ne nous inte´resserons qu’au re´gime per-
manent, c’est a` dire aux solutions de la forme :
φ˘n(t) =
ˆ˘
φn · sin(ωnt) (4.112)
ce qui conduit a` la solution :
ˆ˘
φn =
qn ·
√
R·2pi
ρ·A
(1 + n2) · (p2n − ω2n)
(4.113)
soit pour φ˘n(t) :
φ˘n(t) =
qn ·
√
R·2pi
ρ·A
(1 + n2) · (p2n − ω2n)
· sin(ωnt) (4.114)
La solution u˘(t, θ) est reconstruite a` partir de la base modale :
u˘(θ, t) =
∑
i
φ˘i(t) ·Ui(θ)
=
∑
i
qi ·
√
R·pi
ρ·A
(1 + i2) · (p2i − ω2i )
· sin(ωit) ·
√
1
ρ ·A ·R · pi · sin(iθ)
=
∑
i
qi
ρ ·A · (1 + i2) · (p2i − ω2i )
· sin(ωit) · sin(iθ) (4.115)
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Cette solution correspond a` l’excitation par l’effort a` variables se´parables
q˘, or nous savons que l’effort re´el est un effort tourant a` la vitesse ωn∓n pour
le rang n, ainsi la vraie solution prendra la forme :
u(θ, t) =
∑
i
qi
ρ ·A · (1 + i2) · (p2i − ω2i )
· sin(ωit± iθ) (4.116)
Le cas i = 1 (n = 1 qui correspond a` un de´placement sans de´formation
– mouvement de corps rigide) est un cas particulier de ce comportement de
flexion. Une e´tude plus pousse´e de ce mode a e´te´ re´alise´e, mais afin de ne pas
alourdir le document, nous avons pre´fe´re´ la reporter en annexe C.3. Cette
e´tude montre que ce mode n = 1 peut avoir une fre´quence propre non nulle
contrairement a` ce qui a e´te´ calcule´e dans cette section si nous e´tudions le
stator comme une coque et non plus comme un anneau.
Cette section nous a permis de calculer analytiquement la re´ponse de
flexion du stator soumis a` une superposition d’efforts tournants harmo-
niques. La re´ponse est, elle aussi, tournante harmonique. Elle peut aise´ment
eˆtre repre´sente´e en terme de spectre deux dimensions – fonction du rang
d’espace et de temps. On note, de meˆme que pour le comportement en ex-
tension, que cette solution n’est valable que pour des efforts de rang d’espace
n de fre´quence assez e´loigne´e de la fre´quence propre de rang n puisque nous
avons ne´glige´ l’amortissement et que sinon, cela conduirait a` une re´ponse
infinie, force´ment fausse.
On notera e´galement que seuls les efforts de meˆme rang qu’un mode
peuvent eˆtre projete´s sur ce dernier. Ceci semble dire que l’on peut avoir
un effort de fre´quence identique a` une fre´quence propre a` condition qu’il n’y
ait pas co¨ıncidence spatiale (spatial coincidence)23, c’est-a`-dire que les rangs
d’espace de la force et du mode soient diffe´rents.
Finalement, on notera e´galement que, comme la re´ponse est en 1
1+n2
,
plus le rang augmente, plus la re´ponse modale sur ce dernier sera faible. On
peut alors utiliser le filtrage modal en ne conservant que la re´ponse sur les
modes de rangs faibles et ne´gliger tous les autres. C’est ce qui est d’ailleurs
souvent fait dans la litte´rature sans toujours eˆtre explique´.
23le terme coincidence spatial est utilise´ pour de´crire l’analogue spatial du phe´nome`ne
de re´sonance temporelle : cf. [CremerHecklUngar88] p 444
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4.4 Ve´rifications expe´rimentales des diffe´rents mode`les
de comportement vibratoire
4.4.1 Ve´rifications expe´rimentales des valeurs et vecteurs
propres
Pour valider nos mode`les, nous avons utilise´ la machine asynchrone de´ja`
utilise´e dans le chapitre 3. Pour calculer les valeurs et vecteurs propres du
stator, nous avons de´veloppe´ une me´thode analytique, les re´sultats donne´s
par cette me´thode seront compare´s aux valeurs donne´es par un calcul par
e´le´ments finis et par deux techniques d’identifications expe´rimentales – un
essai au choc et une technique d’analyse modale (modal testing).
Me´thode analytique
Dans les sections pre´ce´dentes, nous avons donne´ la valeur des fre´quences
propres en fonction du nombre de noeuds de ce modes dans les hypothe`ses
suivantes :
1. les dents ne sont pas prises en compte au niveau rigidite´ de flexion
mais seulement au niveau apport de masse ce qui rame`ne le calcul a`
celui d’une coque cylindrique de masse volumique modifie´e. La masse
volumique non modifie´e de ce type de toˆle est de 7650 kg/m3 et le
foisonnement vaut 0, 95 (cf. sous-section 4.2.3).
ρmodifiee =Kfoisonnement · masseanneau +massedents(+massebobinages)
Rayon2externes toˆles −Rayon2fond encoches
= 10613 kg ·m−3
2. le feuilletage faisant disparaˆıtre pratiquement tous les mode longitu-
dinaux, seules les modes dans le plan de l’anneau sont calcule´s. Ces
derniers sont calcule´s en 2D puis recale´s en 3D a` l’aide des coefficients
donne´es par L. Cremer dans [CremerHecklUngar88] p 190.
(a) mode propre d’extension :
ω20 =
E ·A
ρ ·A ·R2 =
E
ρ ·R2
f0 = 14859Hz
(b) mode de corps rigide : nous avons vu qu’en 3D, ce mode corres-
pondait soit au mouvement d’ensemble du stator, soit au mode
de poutre du stator. Nous ne connaissons pas les caracte´ristiques
des supports du moteur ni le comportement axial d’un ensemble
feuillete´, nous ne pouvons pas calculer cette fre´quence avec notre
me´thode analytique. Nous l’identifierons a` l’aide de me´thodes
expe´rimentales.
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(c) mode de flexion radiale dans le plan d’une toˆle : dans le cas d’un
calcul 2D, nous avions :
ω2n =
E · I · n2 · (n2 − 1)2
ρ ·A ·R4 · (n2 + 1)
Les valeurs de ces pulsations doivent eˆtre corrige´es par les coeffi-
cients de Cremer pour tenir compte de l’influence de la troisie`me
dimension :
K2 = 1.14
K3 = 1.04
K4 = 1.02
1 ≤ K≥5 ≤ 1.015
Ce qui conduit finalement aux fre´quences :
f2 = 2478Hz
f3 = 6396Hz
f4 = 12028Hz
Me´thode de calcul par e´le´ments finis
Le but de ces travaux n’est pas de se placer en tant qu’utilisateurs de logi-
ciels d’e´le´ments finis, cependant pour valider nos mode`les, il nous a semble´
inte´ressant de confronter notre mode´lisation avec les re´sultats d’un calcul
e´le´ments finis de l’anneau. Les calculs avaient e´te´ effectue´s dans [Hubert97].
Le logiciel utilise´ est IDEAS e´quipe´ du module de calculs vibro-acoustiques.
Voici les fre´quences les plus basses des modes dans le plan d’une toˆle que
nous avons obtenues :
f0 = 14656Hz
f1 = 0Hz
f2 = 2364Hz
f3 = 6473Hz
f4 = 11898Hz
Les modes de poutres peuvent eˆtre e´galement obtenus a` condition de connaˆıtre
les conditions aux limites et les caracte´ristiques longitudinales de l’empile-
ment des toˆles, ceci ne´cessiterait des comple´ments d’e´tudes et un recalage
expe´rimental tels que ceux re´alise´s dans [LongZhuHowe98] pour une ma-
chine a` reluctance variable (switched reluctance motors).
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Me´thode d’essais aux chocs
La me´thode la plus commune et la plus utilise´e pour la de´termination
expe´rimentale des modes propres et sans aucun doute la me´thode dite d’essais
aux chocs.
Le principe de cette me´thode est tre`s simple. Pour caracte´riser une struc-
ture, il faut connaˆıtre la fonction de re´ponse en fre´quence (FRF ) entre force
et de´placement, vitesse ou acce´le´ration. Or nous savons qu’une fonction
de re´ponse en fre´quence n’est autre que la transforme´e de Fourier de la
re´ponse impulsionnelle d’un syste`me. Si nous sommes capables d’appliquer a`
la structure une excitation suffisamment proche d’une impulsion, on pourra
en de´duire sa fonction de re´ponse en fre´quence. Me´caniquement, ce qui se
rapproche le plus d’une impulsion de force est un choc. Ainsi on applique un
choc a` la structure et on visualise son spectre de manie`re a` obtenir quelque
chose de tre`s proche d’un bruit blanc sur la bande de fre´quence qui nous
inte´resse. On rele`ve la re´ponse de la structure. Puis, en faisant le rapport
re´ponse sur choc dans le domaine fre´quentiel graˆce a` un analyseur de spectre,
on obtient la fonction de re´ponse en fre´quence de la structure me´canique.
Nous avons applique´ cette technique a` notre structure pour diffe´rentes confi-
gurations :
1. les modes de re´sonances qui nous inte´ressent sont ceux du stator, ainsi
il faut faire attention de placer le choc a` un endroit qui excitera bien
le stator. De meˆme la re´ponse doit eˆtre releve´e a` un endroit ou` on
mesure bien la re´ponse du stator et ou` il y a peu de chance de tomber
sur un noeud de vibration.
2. avec ces deux contraintes, nous avons fait plusieurs essais et la confi-
guration qui nous a semble´ la plus satisfaisante est celle ou` :
(a) le choc doit eˆtre applique´ au centre du stator sur la structure
exte´rieure normalement a` la surface. L’embout du marteau doit
eˆtre en acier de manie`re a` exciter la structure jusqu’a` des fre´quences
suffisamment importantes . Il est ne´cessaire de visualiser le spectre
du choc afin de savoir s’il est re´ussi.
(b) le meilleur endroit pour relever la re´ponse de la structure semble
eˆtre e´galement le milieu du stator. La position angulaire doit eˆtre
le´ge`rement de´cale´e de celle du choc (10 a` 15◦) de manie`re a` ne
pas tomber sur les noeuds de vibration des premiers modes.
(c) quand on visualise la fonction de re´ponse en fre´quence sur l’analy-
seur de spectre, il est impe´ratif de visualiser e´galement la fonction
de cohe´rence. Cette fonction indique le niveau de line´arite´ entre
entre´e et sortie, si cette fonction diffe`re de un, c’est qui il y a un
proble`me de non-line´arite´ dans les mesures : soit un de´faut dans
l’appareillage ou dans les manipulations, soit une re´sonance ou
bien un bruit excessif sur les mesures.
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3. en s’appuyant sur le meˆme principe, il nous a semble´ inte´ressant d’es-
sayer de relever la de´forme´ modale pour chaque re´sonance. Pour une
fre´quence de re´sonance, on applique toujours le choc au meˆme en-
droit mais on de´place re´gulie`rement l’acce´le´rome`tre sur la pe´riphe´rie
du stator de manie`re a` avoir le niveau de re´ponse pour plusieurs po-
sitions. On obtient ainsi une image de la de´forme´e modale associe´e
a` chaque fre´quence de re´sonance. Malheureusement, avec notre mon-
tage, on distingue facilement les fre´quences de re´sonances mais l’image
de la de´forme´e n’est pas suffisamment nette pour dire a` combien de
noeuds correspond chaque re´sonance. Nous reprendrons cette tenta-
tive de de´termination de la de´forme´e modale dans l’essai suivant qui
utilisera du mate´riel plus adapte´.
On observe un assez grand nombre de fre´quences de re´sonance, les plus
importantes sont les suivantes [Hubert97] :
f = 1200Hz
f = 2400Hz
f = 6100Hz
f = 11700Hz
Le proble`me de l’essai au choc avec un seul acce´le´rome`tre est que si l’on
est capable de de´terminer la fre´quence propre d’une re´sonance, on n’est pas
capable de connaˆıtre le mode propre associe´ – la de´forme´e modale. Pour
cela, il faudrait eˆtre capable de relever la valeur de la re´ponse tout autour
du stator pour caracte´riser a` la fois la fre´quence et la de´forme´e. Ceci a de´ja`
e´te´ re´alise´ par l’e´quipe de S.P. Verma dans [VermaSingalWilliams87]
et [VermaWilliamsSingal89] pour confirmer et recaler les re´solutions
donne´es par leur logiciel de calcul des caracte´ristiques modales d’un sta-
tor de machine e´lectrique. Ce type d’essai ne´cessite un mate´riel et une
compe´tence importante en mesures vibratoires. Nous avons pu re´aliser ces
essais avec l’aide d’un laboratoire de vibrations de l’Universite´ de Techno-
logie de Compie`gne. Ceci sera de´taille´ dans la sous-section suivante.
Me´thode d’analyse modale
Cette se´rie de mesures a e´te´ effectue´e en collaboration avec messieurs
P. Wagstaff, R. Dib et J.C. Henrio du laboratoire Roberval de l’UTC
auxquels je tiens a` exprimer tous mes remerciements. Les mesures ont e´te´
effectue´es en utilisant un syste`me d’acquisition LMS Roadrunner a` 8 voies.
L’excitation a e´te´ re´alise´e a` l’aide d’un pot vibrant applique´ au centre du
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stator et l’acquisition a e´te´ releve´e a` l’aide de trois acce´le´rome`tres sur un
total de 17 points de mesures distribue´s tout autour de la section centrale
de la structure statorique. Le calcul des fonctions de re´ponse en fre´quence
(FRF) et tout le traitement des donne´es d’acquisitions a e´te´ re´alise´e par le
logiciel LMS Modal. Ces mesures ont e´te´ re´alise´es sur une bande de fre´quence
de ze´ro a` 10 kHz, c’est pourquoi, nous n’aurons pas d’information au dela`
de cette limite. Nous avons observe´ l’e´mergence des trois premiers modes
de flexion d’une coupe du stator (2D). L’allure des de´forme´es modales et la
fre´quence de chacun de ces trois modes est repre´sente´e sur la Fig 4.14 pour
le rang n = 1, sur la Fig 4.15 pour le rang n = 2 et sur la Fig 4.16 pour le
rang n = 3.
Fig. 4.14 – de´forme´e modale du mode de corps rigide du stator (n = 1, 2
noeuds) obtenue par le syste`me d’analyse modale LMS : f1 = 1278Hz
Sur ces trois figures, on peut clairement de´nombrer le nombre de noeuds
de chaque mode et ainsi affecter le rang n qui est la moitie´ du nombre
de noeuds. Les fre´quences propres associe´es sont tre`s proches des valeurs
obtenues par les me´thodes pre´ce´dentes.
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Fig. 4.15 – de´forme´e modale du mode fondamental de flexion du stator (n =
2, 4 noeuds) obtenue par le syste`me d’analyse modale LMS : f2 = 2423Hz
Fig. 4.16 – de´forme´e modale du second mode de flexion du stator (n = 3, 6
noeuds) obtenue par le syste`me d’analyse modale LMS : f3 = 6210Hz
4.4. VE´RIFICATIONS EXPE´RIMENTALES 101
Synthe`se des re´sultats
Afin de comparer les re´sultats obtenus par chacunes des me´thodes, nous
avons reporte´ les valeurs des fre´quences propres de chaque mode dans un
tableau de synthe`se a` la Fig 4.17
Nume´ro Me´thode E´le´ments Essai Analyse
du mode analytique finis aux chocs modale
0 14859 14656
1 0 0 1200 1273
2 2478 2364 2400 2423
3 6396 6473 6100 6210
4 12028 11898 11700
Fig. 4.17 – tableau de synthe`se du calcul des fre´quences propres en Hertz
pour les rangs variant de 0 a` 4
A` la lecture de ce tableau, on constate que le calcul analytique des
fre´quences propres de re´sonance est tre`s proche de la valeur re´elle (ana-
lyse modale) avec des erreurs infe´rieures a` 3%. Avec la me´thode d’analyse
modale, les fre´quences n’ont e´te´ de´termine´e que jusqu’a` 10000 Hz, c’est pour-
quoi, nous n’avons pas reporte´ la valeur des fre´quences du mode 4 et 0. La
valeur de la fre´quence du mode de rang 1 n’e´tant pas de´terminable avec notre
me´thode analytique, nous utiliserons la valeur trouve´e expe´rimentalement.
Les forces e´lectromagne´tiques de rang 1 e´tant rares pour une machine a` deux
paires de poˆles, la connaissance de cette valeur n’est pas primordiale lors de
la conception de la machine, c’est a` dire lorsque nous n’avons pas acce`s a`
des mesures expe´rimentales.
La de´termination analytique de la valeur des fre´quences propres e´tant sa-
tisfaisante, nous allons maintenant utiliser ces valeurs pour la de´termination
des de´placements, vitesses et acce´le´rations vibratoires par la me´thode de su-
perposition modale et ainsi les comparer aux acce´le´rations vibratoires que
l’on peut relever a` l’aide d’acce´le´rome`tres lorsque la machine est alimente´e
par le convertisseur statique PWM.
4.4.2 Ve´rification expe´rimentale de la superposition modale
Nous allons dans un premier temps, de´crire le mode ope´ratoire qui nous
a permis d’effectuer ces mesures. Le moteur a e´te´ suspendu a` des ressorts
de tre`s faibles raideurs afin de s’approcher des conditions aux limites libre-
libre24. Le moteur est alimente´ avec un convertisseur PWM a` e´chantillonnage
24Un objet supporte´ par des ressorts de raideurs tre`s faibles aura un mouvement d’en-
semble de fre´quence tre`s faible et au dela` de cette fre´quence, il pourra eˆtre conside´re´
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naturel dont on peut faire varier la fre´quence de de´coupage fd. L’acce´le´ration
vibratoire est releve´e a` l’aide d’un acce´le´rome`tre piezo-e´lectrique fixe´ au
milieu du stator.
La premie`re se´rie de mesure a e´te´ re´alise´e pour une fre´quence de de´coupage
de 1111 Hz (cf. le spectre de tension simple et de courant repre´sente´ sur la
Fig 4.18). A` l’aide de notre mode`le, nous avons calcule´ les spectres 2D des
champs de densite´ de flux B et du tenseur de Maxwell qui sont repre´sente´
sur la meˆme figure.
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Fig. 4.18 – condition de fonctionnement de l’essai pour une fre´quence de
de´coupage de 1111 Hz
Les fre´quences principales du spectre du tenseur des contraintes de Max-
well se situent essentiellement autour de ze´ro hertz, de deux fois la fre´quence
fondamentale, de la fre´quence de de´coupage fd et du double de cette dernie`re
2·fd. En regardant de plus pre`s ce spectre, on constate que pour les fre´quences
autour de fd et 2fd, seuls des champs a` ze´ro ou quatre paires de poˆles sont
cre´e´s (n = 0 ou n = 4). Ces derniers sont repre´sente´s sur la Fig 4.19 : les
spectres du haut repre´sentent le spectre temporel du tenseur de Maxwell
comme ayant des conditions aux limites libre-libre (cf. la photographie repre´sentant le
montage sur la Fig. 5.5
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pour le rang d’espace n = 0 (gauche) et n = 4 (droite)25.
Les spectres du milieu de la Fig 4.19 correspondent aux spectres des
acce´le´rations calcule´es pour ces deux rangs n = 0 (gauche) et n = 4 (droite).
Il est a` noter que de part l’orthogonalite´ des fonctions sinus de pulsa-
tions diffe´rentes et suite aux de´monstrations des sections pre´ce´dentes, un
effort de rang n1 ne peut exciter une acce´le´ration de rang n2 6= n1. C’est
pourquoi, nous n’avons de re´ponses non nulles qu’autour des fre´quences fd
et 2fd que pour les rangs d’espace n = 0 et n = 4. Le de´placement e´tant de
la forme A
ω2−ω2propre · sin(ωt), plus on se rapprochera des fre´quences propres,
plus la re´ponse sera importante – re´sonance. Les fre´quences de re´sonances
pour n = 0 et n = 4 valent respectivement 14859 et 12028 Hz, le mode`le
sans amortissement est acceptable puisque l’on sait que pour du fer, l’amor-
tissement est faible et que pour cette fre´quence de de´coupage, les excita-
tions sont loin de ces deux fre´quences de re´sonances. L’acce´le´ration e´tant la
de´rive´e seconde du de´placement , celle ci vaudra − A·ω2
ω2−ω2propre · sin(ωt). Plus
on augmente en fre´quence, plus l’acce´le´ration est importante, c’est pourquoi
les acce´le´rations a` basses fre´quences sont quasiment nulles.
Lorsque l’on visualise le spectre de mesure de l’acce´le´ration sur la ma-
chine d’e´tude (spectre du bas de la Fig 4.19), on constate tout d’abord que
l’ordre de grandeur des acce´le´rations (0.5ms−2) est respecte´ par rapport
aux pre´dictions en dehors d’une forte re´sonance a` 2465 Hz qui correspond a`
la re´sonance du mode de rang n = 2. Or dans notre spectre d’excitation, il
n’existe aucune excitation de rang 2 et le rappel des formules d’orthogona-
lite´s (4.117) et (4.118)∫ 2pi
0
φ0(t) · φ2(t) · sin(2θ) dθ = 0 (4.117)∫ 2pi
0
φ4(t) · sin(4θ) · φ2(t) · sin(2θ) dθ = 0 (4.118)
montre l’impossibilite´ the´orique d’exciter un mode 2 avec des efforts de
rang 0 ou 4 meˆme si les fre´quences de ces excitations co¨ıncident avec la
fre´quence de re´sonance du mode 2. On constate cependant qu’en pratique,
il n’en est rien et qu’il existe un couplage entre ces excitations de rang 0 et
4 et le mode de rang 2. Dans cette remarque, nous rejoignons les re´sultats
de´crits par S.P. Verma et A. Balan dans [VermaBalan98] qui constatent
e´galement un couplage entre l’excitation de rang 4 et le mode de rang 2. De
par les niveaux similaires d’amplitudes des excitations de rang 0 et 4, nous
ne sommes cependant pas en mesure d’affirmer que c’est l’excitation de rang
4 et non celle de rang 0 qui est couple´e avec le mode de rang 2.
25les fre´quences ne´gatives correspondent aux champs tournants directs, les fre´quences
positives aux champs tourants inverses
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Fig. 4.19 – essai a` fd = 1111Hz. Figures du haut : spectres temporels du
tenseur de Maxwell pour le rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figures
du centre : spectres temporels de l’acce´le´ration vibratoire calcule´ pour le
rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figure du bas : mesure expe´rimentale
du spectre temporel de l’acce´le´ration vibratoire de la structure statorique
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Afin de confirmer ces remarques, nous avons effectue´ d’autres essais en
faisant varier la fre´quence de de´coupage : fd = 1500Hz (Fig 4.20) et fd =
2000Hz (Fig 4.21).
Pour une fre´quence de de´coupage de 1500 Hz, nous augmentons la fre´quence
des forces d’excitation autour de 1500 et 3000 Hz. Ces fre´quences e´tant plus
e´loigne´es de la fre´quence de re´sonance du mode 2 (2465 Hz) que lors de
l’essai pre´ce´dent, les efforts excitent beaucoup moins ce mode. La raie a` la
fre´quence de re´sonance du mode 2 n’a pas comple´tement disparu cependant
son amplitude est fortement re´duite. Elle est divise´e par plus de 3 – elle passe
de 3, 5m · s−2 a` environ 1m · s−2. Qualitativement, le bruit a e´galement e´te´
fortement re´duit.
Pour la fre´quence de de´coupage de 2000 Hz, nous obtenons des fre´quences
d’excitation qui se rapproche de la fre´quence de re´sonance du mode 2 a`
2465 Hz. Pour cette fre´quence de de´coupage, nous obtenons la re´sonance
maximale (acce´le´ration d’environ 4m · s−2) et le bruit le plus important.
4.5 Re´sume´ du comportement me´canique de la
structure statorique soumise aux efforts d’ori-
gine e´lectromagne´tique
Dans ce chapitre, nous avons pu de´composer et analyser le mouvement du
stator lorsqu’il e´tait soumis a` un certain nombre d’efforts d’origine e´lectro-
magne´tique. Ces diffe´rents mouvements ont e´te´ se´pare´s en trois mouvements
diffe´rents dont le dernier n’est qu’un cas particulier du second :
1. le mouvement d’extension
2. les mouvements de flexion
3. le mouvement de corps rigide
Parmi les de´placements que va prendre la structure statorique, seule la com-
posante radiale sera a` l’origine du rayonnement de bruit si l’on conside`re
l’air environnant comme non visqueux. Le mouvement d’extension e´tant
purement radial, il devrait eˆtre tre`s rayonnant. Nous avons montre´ que
les de´placements associe´s aux modes de flexion e´voluaient en 1
1+n2
ce qui
confirme que plus le rang n augmente, plus le de´placement associe´ est faible.
Ceci nous permettra de ne´gliger l’influence des modes de rangs trop e´leve´s.
A` partir de la formulation analytique des de´placements de la structure en
terme de rang d’espace et de temps – analyse spectrale en deux dimensions –,
nous pouvons de´terminer la vitesse vibratoire de la structure et ainsi estimer
le rayonnement sonore de notre moteur. Ceci sera re´alise´ dans le chapitre
suivant.
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Fig. 4.20 – essai a` fd = 1500Hz. Figures du haut : spectres temporels du
tenseur de Maxwell pour le rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figures
du centre : spectres temporels de l’acce´le´ration vibratoire calcule´s pour le
rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figure du bas : mesure expe´rimentale
du spectre temporel de l’acce´le´ration vibratoire de la structure statorique
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Fig. 4.21 – essai a` fd = 2000Hz. Figure du haut : spectres temporels du
tenseur de Maxwell pour le rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figures du
centre : spectres temporels de l’acce´le´ration vibratoire calcule´s pour le rang
d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figures du bas : mesure expe´rimentale du
spectre temporel de l’acce´le´ration vibratoire de la structure statorique
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Les hypothe`ses retenues – de´formation de cisaillement ne´glige´e et com-
portement proche de celui d’une coque cylindrique – semblent valide´es en
regard de la bonne pre´cision sur la de´termination des fre´quences naturelles
du stator. Si le mode`le analytique de´veloppe´ pour calculer le re´gime na-
turel – les fre´quences propres – est parfaitement valide´ par l’expe´rience,
nous constatons cependant que la superposition modale ne marche bien qu’a`
condition que tous les modes soient parfaitement de´couple´s. Dans les essais
re´alise´s, nous avons pu montrer que ceci n’etait pas le cas pour le mode
propre de rang 2 – celui justement qui est dans la gamme de fre´quence la
plus geˆnante. Ces couplages sont peut-eˆtre duˆs aux amortissements ou a` des
conditions aux limites que nous avons mal estime´es. Ces couplages faussent
les re´sultats obtenus pour les de´placements de la structure s’il existe une
co¨ıncidence fre´quentielle. Cela nous oblige a` e´viter toutes les co¨ıncidences
fre´quentielles meˆme s’il n’y a pas de co¨ıncidence spatiale pour e´viter les
re´sonances qui conduisent au bruit maximum. Pour expliquer ces couplages,
il sera ne´cessaire de comple´ter nos mode`les ou bien de de´terminer la fonction
de re´ponse en fre´quence de manie`re expe´rimentale26.
26Les me´thodes d’identification de fonctions de re´ponse en fre´quence sont de´crites dans
les ouvrages de D.J. Ewins [Ewins84] et [Ewins00]. On trouve e´galement quelques articles
ayant identifie´ ces fonction de re´ponse en fre´quence pour des machines a` reluctance variable
[GabsiCamusBesbes99]
Chapitre 5
Rayonnement acoustique
d’une stucture statorique
Ce chapitre traitera du rayonnement acoustique d’un stator de machine
e´lectrique. Nous ne nous inte´resserons qu’au rayonnement direct du sta-
tor (air borne sound) et non au rayonnement indirect lie´ a` la propagation
des vibrations a` la structure environnante puis a` son rayonnement (struc-
ture borne sound) puisque nous ne pouvons connaˆıtre la structure sur la-
quelle sera accouple´ le moteur. Nous conside´rerons e´galement ce rayonne-
ment comme un rayonnement en champ libre – pas de re´flexion. Avant d’ex-
poser les diffe´rents mode`les, il est important de faire un rappel des e´quations
de l’acoustique ainsi que des diffe´rentes notions que nous utiliserons dans la
suite de notre re´daction. Nous proposerons ensuite un mode`le en accord avec
les formulations trouve´es pour le comportement vibratoire de notre stator
afin d’estimer son rayonnement acoustique. Nous comparerons e´galement
nos de´veloppements avec les formules et synthe`ses existantes. Nous finirons
en exposant les ve´rifications expe´rimentales des hypothe`ses et mode`les pro-
pose´s.
5.1 Quelques rappels et notions de rayonnement
acoustique
Cette section se propose de faire un rappel des e´quations qui re´gissent le
comportement acoustique line´aire d’un fluide ainsi que les diffe´rentes notions
couramment employe´es en acoustique line´aire. Pour les lecteurs de´sirant un
approfondissement des notions rappele´es ici, nous pre´fe´rerons les renvoyer
aux ouvrages classiques tels que [Lesueur88] [MorseIngard86].
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5.1.1 E´quations fondamentales de l’acoustique line´aire
L’acoustique line´aire est une branche de la me´canique des fluides uti-
lisant les hypothe`ses suivantes : fluides parfaits, pas de viscosite´, pas de
conduction thermique. Nous ne nous inte´ressons qu’aux perturbations au-
tour d’un point d’e´quilibre, soit pour un point M repe´re´ en coordonne´es
d’Euler, tous les parame`tres seront e´crits sous la forme :
x(M, t) = x0(M, t) + δx (5.1)
L’acoustique line´aire est caracte´rise´e par les deux e´quations fondamentales
suivantes :
1. conservation de la masse par unite´ de volume (ρ) :∫
V
dρ
dt
dV =
∫
v
q dV (5.2)
∂ρ
∂t
+ div(ρ · v) = q (5.3)
q est le de´bit-masse par unite´ de volume
2. conservation de la quantite´ de mouvement par unite´ de volume (ρ ·v) :∫
V
d
dt
(ρ · v) dV =
∫
v
f dV +
∫
S
T dS (5.4)
∂
∂t
(ρ · vi) + div(ρ · vi) · v = fi + div(σi) (5.5)
avec f les forces de volume et T = σ · n, σ le tenseur des contraintes.
Ces deux e´quations sont comple´te´es par une e´quation d’e´tat thermodyna-
mique qui de´finit la valeur de la ce´le´rite´ du son dans le fluide :
c =
(∂p
∂ρ
)
S
(5.6)
Aux fre´quences qui nous inte´ressent (fre´quences audibles), on peut conside´rer
que les mouvements sont adiabatiques – pas d’e´change de chaleur et entropie
S sensiblement constante :
p · vγ = constante (5.7)
γ =
Cp
Cv
(5.8)
avec γ = 73 pour les gaz diatomiques comme l’air (N2, O2. . .).
Dans les hypothe`ses de l’acoustique classique – line´aire –, on conside`re
le fluide comme parfait, il n’y a pas de cisaillement et le mouvement est a`
potentiel sans tourbillonnement (a` rotationnel nul). Le milieu est homoge`ne
et isotrope et nous n’avons que des petits mouvements (δp = pA et pA ¿ p0),
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ce qui conduit finalement, si le fluide est au repos (v0 = 0) et en supprimant
les termes de sources, a` :
pA = c
2 · ρA (5.9)
∂ρA
∂t
+ ρ0 · div(vA) = 0 (5.10)
ρ0 · ∂vA
∂t
+ grad pA = 0 (5.11)
On peut combiner ces trois e´quations pour montrer que chacun des termes
pA, vA obe´it a` une e´quation des ondes :
∆pA(M, t)− 1
c2
· ∂
2 pA(M, t)
∂t2
= 0 (5.12)
∆vA(M, t)− 1
c2
· ∂
2 vA(M, t)
∂t2
= 0 (5.13)
ou` ∆ = ∇2 est le Laplacien.
5.1.2 E´quations e´nerge´tiques de l’acoustique line´aire
Les e´quations pre´ce´dentes sont suffisantes pour re´soudre le proble`me de
rayonnement acoustique, cependant, on utilise souvent l’e´quation de conser-
vation de l’e´nergie. Si nous de´finissons les e´nergies cine´tiques et potentielles
par unite´ de volume d’un e´le´ment de fluide comme1 :
T = 1
2
· ρ0· ‖ v ‖2 (5.14)
V = 1
2
· p
2
ρ0 · c2 (5.15)
et si l’on pose E = T + V comme la densite´ volumique d’e´nergie,
E = 1
2
·
( p2
ρ0 · c2 + ρ0· ‖ v ‖
2
)
=
1
2
· ρ0 ·
(( p
ρ0 · c
)2
+ ‖ v ‖2
)
(5.16)
Nous obtenons pour la loi de conservation de l’e´nergie dans le cas ou` il n’y
a pas de sources, les e´quations (5.17) et (5.18) :
∂
∂t
∫
V
E dV = −
∫
S
pv · n dS (5.17)
∂
∂t
(E) = −∇ · (pv) (5.18)
1En acoustique, seules les variations autour d’un point d’e´quilibre sont inte´ressantes
(seules les variables xA sont utiles). Ainsi, comme nous n’e´tudions que les termes de
variation xA, pour des raisons de simplification d’e´criture, nous supprimerons de´sormais
les indices A et nous ne conside´rerons que les variations des termes x
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Le second membre correspond a` la puissance fournie au syste`me par l’exte´rieur.
On appelle ge´ne´ralement la quantite´ F = pv le flux acoustique – la densite´
surfacique de flux de puissance acoustique. Dans le cas ou` des sources sont
pre´sentes par l’interme´diaire des parame`tres q et f de´finis pre´ce´demment, la
loi de conservation de l’e´nergie prend la forme de l’e´quation (5.19) :
(p · q
ρ0
+ f · v
)
= ∇ · (pv) + ∂
∂t
(E) (5.19)
En ge´ne´ral, ces notions d’e´nergie sont utilise´es en moyenne. Pour le cas
particulier d’ondes sinuso¨ıdales, en posant x¯ comme la valeur moyenne de
x, on peut montrer qu’en dehors des sources [Lesueur88] :
T¯ = 1
4
· v · v∗ (5.20)
V¯ = 1
4
· p · p
∗
ρ0 · c2 (5.21)
L = T¯ − V¯ (5.22)
En posant Π = 12 · pv∗ comme l’intensite´ acoustique que l’on de´compose
ensuite en une partie re´elle et une partie imaginaire Π = I + jJ , on peut
montrer e´galement que [Lesueur88] :
∇ · I = 0 (5.23)
∇ · J = −2ω · L (5.24)
Ces deux quantite´s sont utilise´es pour caracte´riser les sources, ainsi si nous
reprenons le calcul en incluant les termes de sources, on obtient pour la
puissance de ces sources une partie active et une partie re´activeP = Pa+jPr
qui sont lie´es aux intensite´s acoustiques par les relations :
Pa = −
∫
S
I · n dS (5.25)
Pr = −
∫
V
2ω · L dV −
∫
S
J · n dS (5.26)
La quantite´ Π est l’intensite´ qui est un vecteur traduisant localement la
puissance moyenne sur le temps par unite´ de surface. I est l’intensite´ active
ou propagative, J l’intensite´ re´active ou non propagative. I a un caracte`re
conservatif. On peut donc choisir n’importe quelle surface qui entoure la
source pour mesurer la puissance acoustique de cette dernie`re.
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5.1.3 Caracte´risation des sources en acoustique
Pour caracte´riser la puissance rayonne´e par une source, on s’inte´resse
surtout a` la partie propagative de la puissance, c’est a` dire a` I2.
Pa =
∫
S
I dS =
∫
S
I · n dS (5.27)
Ainsi, en se plac¸ant dans une chambre ane´cho¨ıque – sans e´cho – et en ef-
fectuant des mesures suffisamment loin de la source3, on peut assimiler le
champ a` une onde plane :
Fig. 5.1 – exemple d’approximation en onde plane d’un champ sphe´rique
p = ρ0 · c· ‖ v ‖ (5.28)
I = ¯p · v∗ = p
2
rms
ρ0 · c (5.29)
2le signe devant l’inte´grale est parfois positif ou ne´gatif suivant la convention de signe
adopte´e pour la normale a` la surface. Dans la suite de l’e´tude on conservera une signe
positif devant l’inte´grale en se rappelant que la puissance provient de la source a` l’inte´rieur
de cette surface
3par suffisamment loin, on entend pouvoir faire l’hypothe`se du champ lointain (r À a, λ
avec r distance d’observation de la source, a taille de la source et λ longueur d’onde du
champ rayonne´), cela signifie qu’a` cette distance le champ peut eˆtre assimile´, localement,
a` une onde plane sur une re´gion dont la dimension est de l’ordre de λ (cf. Fig 5.1)
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Si nous mesurons la pression efficace (Root Mean Square) prms = p¯2, la
puissance rayonne´e vaudra4 :
Pa = 1
ρ0 · c ·
∫
S
p2rms dS (5.30)
=
1
ρ0 · c ·
∑
i
p2rms, i · Si (5.31)
Pour effectuer ces mesures, on se de´finit ge´ne´ralement un maillage d’une
surface entourant la source5. Ces surfaces peuvent eˆtre semi-sphe´riques, cu-
biques, paralle´lipe´diques (cf. Fig 5.2). En chacun des noeuds du maillage, on
Fig. 5.2 – exemples de surface de mesure de l’intensite´ en fonction des
dimensions de la source
rele`ve I – ou simplement p si nous pouvons faire l’approximation de champ
lointain. A` l’aide de ces releve´s de mesure, on peut caracte´riser la distribu-
tion spatiale du champ acoustique rayonne´ par la source. Ces mesures nous
donnent acce`s a` :
1. la directivite´ de la source : ces directions d’e´mission privile´gie´es
2. le spectre du champ acoustique : sa nuisance sonore (bruit blanc, rose,
monochromatique. . .)
3. la puissance acoustique de la source : contrairement a` la pression
qui de´pend de la distance d’audition, la puissance est une donne´e in-
trinse`que de la source
Dans la pratique, on utilise ge´ne´ralement des e´chelles logarithmiques
pour exprimer les diffe´rentes grandeurs. Ceci permet d’introduire les notions
4plutoˆt que d’utiliser l’approximation en onde plane, la tendance actuelle est d’utili-
ser des me´thodes intensime´triques qui permettent de mesurer directement I = ¯pv∗ en
mesurant p a` l’aide d’une moyenne sur deux microphones et de de´duire v a` partir d’une
approximation du gradient de pression entre ces deux microphones. Cette me´thode per-
met de travailler avec des quantite´s vectorielles, ce qui permet de pouvoir se rapprocher
de la source et e´galement de ne plus avoir besoin de chambre ane´cho¨ıque (cf. par exemple
[Fahy95])
5le type de surface a peu d’influence puisque l’intensite´ est conservative en dehors des
sources, l’inte´grale de surface de l’intensite´ acoustique sera donc identique quelle que soit
la surface choisie
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de niveau de pression ou de niveau de puissance6 :
Lp = 10 · log
(prms
p0
)2
(dB) (avec p0 = 2 · 10−5 N ·m−2) (5.32)
LP = 10 · log
( P
P0
)
(dB) (avec P0 = 1 · 10−12W ) (5.33)
5.2 De´veloppement d’un mode`le de rayonnement
du stator
5.2.1 Position du proble`me
Apre`s discussion sur les diffe´rentes hypothe`ses de simplifications pos-
sibles dans le chapitre 4, nous avons conside´re´ un mode`le 2D de vibration de
notre stator. Pour rester cohe´rent avec ces calculs, nous allons poursuivre le
de´veloppement d’un mode`le de rayonnement acoustique en conside´rant tou-
jours un mode`le 2D7. Si cette hypothe`se est en pratique acceptable en face
du centre de la machine, elle est fausse aux extre´mite´s et au dela` puisque la
machine est de longueur finie. Afin de comple´ter le calcul du rayonnement
pour tenir compte de la longueur finie de la machine, nous proposerons
d’autres mode`les qui seront expose´s dans la section 5.3.
5.2.2 Mode`le de rayonnement 2D du stator
Notre mode`le de stator e´tant celui d’un anneau (coque), il est logique
d’utiliser des coordonne´es cylindriques pour l’e´tude de son rayonnement.
Dans la section 5.1, nous avons montre´ que la pression acoustique e´tait re´gie
par une e´quation d’onde :
∆p(M, t)− 1
c2
· ∂
2 p(M, t)
∂t2
= 0 (5.34)
ou` ∆ = ∇2 est le Laplacien. Ce dernier peut eˆtre exprime´ en coordonne´es
cylindriques (r, θ, z) :
∆p(r, θ, z, t) =
∂2 p
∂r2
+
1
r
· ∂p
∂r
+
1
r2
· ∂
2 p
∂θ2
+
∂2 p
∂z2
(5.35)
ce qui conduit a` l’e´quation aux de´rive´es partielles en coordonne´es cylin-
driques re´gissant p(r, θ, z, t) :
∂2 p
∂r2
+
1
r
· ∂p
∂r
+
1
r2
· ∂
2 p
∂θ2
+
∂2 p
∂z2
− 1
c2
· ∂
2 p(M, t)
∂t2
= 0 (5.36)
6Ces niveaux sont parfois ponde´re´s par des coefficients dits dBA, B ou C. Ces correc-
tions sont des termes qui tiennent compte de la re´ponse en fre´quence de l’oreille humaine
et permettent ainsi une meilleur repre´sentation de la sensation de nuisance sonore (cf.
[YangEllison85] et [Lie´nardFranc¸ois83])
7cette hypothe`se revient a` conside´rer que la longueur n’intervient pas sur le rayonne-
ment, on a donc l’e´quivalent du rayonnement d’un cylindre infini
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En utilisant l’hypothe`se de se´paration des variables et en conside´rant la
solution comme harmonique en temps – utilisation de la notation en demi
exponentielle ejωt, nous obtenons une solution de la forme :
p(r, θ, z, t) = e(t) · f(θ) · g(r) · h(z) (5.37)
avec chacune des fonctions e(t), f(θ), g(r) et h(z) exprimable comme [Lesueur88]8 :
e(t) = ejωt (5.38)
f(θ) = D1m · cos(mθ) +D2m · sin(mθ) (5.39)
g(r) =

A1m · Jm(kr · r) + A2m ·Nm(k · r) : ondes stationnaires
B1m ·H(1)m (kr · r) : ondes progressives convergentes
B2m ·H(2)m (kr · r) : ondes progressives divergentes
(5.40)
h(z) = C1 · e−jkzz + C2 · e−jkzz (5.41)
p(r, θ, z, t) =
∞∑
m=0
f(θ) · g(r) · h(z) · e(t) (5.42)
avec m entier, variant de 0 a` linfini, H
(1)
m = Jm + jNm ; H
(2)
m = Jm − jNm :
fonction de Hankel d’ordre m de 1e et 2e espe`ce. Jm et Nm, fonction
de Bessel et de Neumann d’ordre m. A` ces e´quations, il faut ajouter la
relation de dispersion :
k2r = k
2 − k2z (5.43)
avec k le nombre d’onde dans l’air , c’est a` dire ωc .
Dans nos hypothe`ses de calcul en deux dimensions, on conside`re que la
pression ne de´pend pas de z – qu’elle est uniforme suivant z –, ce qui revient
a` conside´rer la longueur d’onde suivant z comme infinie – ou le nombre
d’onde kz comme nul. On obtient la nouvelle relation de dispersion :
k2r = k
2 (avec k = ωc ) (5.44)
Les ondes stationnaires sont des ondes qui ne peuvent eˆtre cre´e´es que dans
des cavite´s (notion de re´sonance) ce qui n’est pas le cas dans nos hypothe`ses
de rayonnement a` l’infini. Pour les meˆmes raisons, les ondes convergentes –
qui convergent vers la source – et qui correspondent a` une re´flexion sur une
paroi, ne peuvent exister. Il ne reste que les ondes divergentes purement ra-
diales cre´e´es par la vibration radiale de notre source statorique (cf. Fig 5.3).
8attention, car certains auteurs ([MorseIngard86] [Lie´nardFranc¸ois83]) utilise la
convention de notation ne´gative en demi exponentielle e−jωt pour la de´pendance en temps,
ce qui implique l’inversion pour g(r) : B1m·H(1)m (kr ·r) devient l’onde progressive divergente
et B2m ·H(2)m (kr · r) devient l’onde progressive convergente
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Fig. 5.3 – champ de pression ge´ne´re´ par un cylindre infini a` vitesse radiale
pe´riodique et nombre d’onde axial nul
Dans le cas ou` la vibration du stator est stationnaire, nous pouvons
de´terminer le rayonnement en champ libre en utilisant les travaux reporte´s
dans [CremerHecklUngar88] p 505. Nous verrons ensuite comment mo-
difier ce champ pour tenir compte des vibrations propagatives suivant la
direction θ9 – champ de de´placement radial du stator qui tourne autour de
l’axe de la machine.
Soit v˘, la vitesse stationnaire de de´placement radial de la surface du
stator :
v˘(θ, t) =
∑
i
vˆi · φi(t) · Vi(θ) (5.45)
avec
φi(t) = cos(ωit) (5.46)
Vi = cos(iθ) (5.47)
Dans un premier temps, nous traiterons du cas d’une seule fre´quence (i = m)
puis nous ge´ne´raliserons en utilisant les transforme´es de Fourier. Nous de-
vons trouver la solution de v˘ qui satisfasse l’e´quation d’onde en coordonne´es
cylindriques et les deux conditions aux limites en r = a10 et en r =∞.
1. condition aux limites en r = a : la vitesse vibratoire de la source (le
stator) est e´gale a` la vitesse particulaire (du fluide) sur la surface de
la source. En utilisant l’e´quation (5.11) :
ρ0 · ∂v
∂t
+ grad p = 0 (5.48)
9on rappelle qu’au chapitre pre´ce´dent, nous avons montre´ que les de´placements pou-
vaient eˆtre exprime´s comme une superposition de champs harmoniques tournants suivant
θ
10en acoustique, on a coutume de de´finir la taille de la source par la lettre a, ainsi dans
le cas d’une source cylindrique, cette dimension prend la valeur du rayon de la source, soit
R
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que l’on utilise pour la vitesse stationnaire en re´gime harmonique de
pulsation ω :
∂v
∂t
=
∂
∂t
(v˘(θ, t))
=vˆ · V (θ) · ∂φ(t)
∂t
=vˆ · V (θ) · jωφ(t)
=jω · v˘(θ, t) (5.49)
ce qui nous permet d’obtenir la relation entre v˘ et p˘ :
−jωρ0v˘ = ∂p˘
∂r
(en r = a) (5.50)
2. condition aux limites en r = ∞ : cette condition aux limites est ce
que l’on appelle la condition de rayonnement de Sommerfeld qui a
montre´ que le champ de pression a` l’infini devait e´voluer en :
p˘(r, θ) ∼ 1√
k · re
−jk·r (5.51)
Nous avons vu pre´ce´demment que la solution propagative divergente d’un
champ de pression en coordonne´es cylindriques pouvait s’exprimer en terme
de fonctions sinuso¨ıdales de la variable θ, de fonctions exponentielles du
temps et de fonctions de Hankel de secondes espe`ces pour la variable r :
p˘(r, θ, t) =
∑
i
pˆi · cos(iθ) ·H(2)i (k · r) · ejωit (5.52)
soit pour i = m, la condition aux limites en r = a conduit a` :
pˆm = − jρ0 · c · vˆm
H
(2)′
m (k · a)
(5.53)
avec H
(2)′
m (k · a) =
(
∂H
(2)
m (k·r)
∂(k·r)
)
r=a
, ce qui donne finalement11 :
p˘(r, φ, t) = −vˆm · j · ρ0 · c
H
(2)′
m (k · a)
· cos(mθ) ·H(2)m (k · r) · ejωit (5.55)
11Les de´rive´es d’une fonction de Bessel, Neumann ou Hankel peuvent eˆtre de´duites de
la meˆme relation de re´currence (cf. [AbramowitzStegun72]) :
∂H
(2)
m (x)
∂(x)
= H(2)′m (x) =
1
2
·
(
H
(2)
m−1(x)−H(2)m+1(x)
)
(5.54)
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La puissance acoustique rayonne´e en champ lointain par unite´ de longueur
vaut alors :
P = 1
ρ0 · c ·
∫ 2pi
0
| prms(r, θ) |2 rdθ (5.56)
soit pour le cas m = 0 :
P = 2· | vˆ0 |2 ρ0 · c| H(2)′0 (k · a) |2
(5.57)
et pour m > 0 (m = 1, 2, 3, . . .) :
P = 2· | vˆm√
2
|2 ρ0 · c
| H(2)′m (k · a) |2
(5.58)
Dans ces conditions, le facteur de rayonnement (radiation efficiency) σm
12
vaudra :
σm =
P
ρ0 · c ·A · v¯2
(A : aire de l’enveloppe)
=
1
pi
· 2
k · a· | H(2)′m (k · a) |2
(5.60)
avec la valeur moyenne v¯2 de´finie comme une moyenne quadratique sur le
temps et la surface de la source :
v¯2 =
1
2
· 1
2pi
·
∫ 2pi
0
| vˆm · cos(mθ) |2 dθ (5.61)
Dans la Fig 5.4 tire´ de [CremerHecklUngar88], on pre´sente une image
du champ d’ondes de pression a` proximite´ d’un cylindre vibrant pour dif-
fe´rentes valeurs de m. Cette figure nous permet de nous repre´senter le champ
de rayonnement d’un cylindre. Si la vibration est de rang 0, on constate que
le cylindre rayonne comme un monopoˆle (rayonnement omni-directionel),
si la vibration est de rang 1 et stationnaire – direction de rayonnement
inde´pendante du temps – le cylindre rayonne comme un dipoˆle avec une
direction de rayonnement privile´gie´e. La direction perpendiculaire a` cette
dernie`re ne rayonne pas en champ lointain. Le nombre de directions de
rayonnement augmente avec le rang de la vibration et nous constatons qu’a`
partir d’un certain rang, le champ de´croˆıt si rapidement qu’il devient nul en
champ lointain. Pour le rang 6, on constate qu’il n’y a de´ja` plus qu’un champ
proche. Ces cas d’excitations conduisent a` des rayonnements pratiquement
nuls de`s qu’on s’e´loigne de la source.
12on rappelle que le facteur de rayonnement est le rapport entre la puissance rayonne´e
par la source et la puissance rayonne´e par une onde plane de meˆme surface d’enveloppe
que l’objet vibrant, soit :
σ =
P
ρ0 · c ·A · v¯2
(avec A l’aire de l’enveloppe de la source) (5.59)
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Fig. 5.4 – champ d’ondes de pression a` proximite´ d’un cylindre vibrant
(k · a = 4) pour diffe´rentes distributions sinuso¨ıdales circonfe´rentielles de
rangs m variant de 0 a` 6
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Ces calculs ont e´te´ re´alise´s pour une vitesse vibratoire stationnaire –
champ de de´placement non tournant – mais les calculs des chapitres pre´ce´dents
ont montre´ que pour les rangs m > 0, le champ de de´placement – et donc
celui des vitesses – du stator tournait suivant la variable θ. L’e´quation (5.45)
doit eˆtre modifie´e en :
v(θ, t) =
∑
i
vˆi · cos(ωit ± iθ) (5.62)
La solution de p, non stationnaire en θ devient pour le rang m :
p(r, θ, t) = −vˆm · j · ρ0 · c
H
(2)′
m (k · a)
· cos(ωmt±mθ) ·H(2)m (k · r) (5.63)
Nous avions e´galement dit qu’il n’y avait pas un unique champ harmonique
de de´placement du stator mais que nous pouvions l’exprimer comme une su-
perposition de tels champs a` l’aide de se´ries de Fourier suivant le temps et
l’espace. Dans ce cas, la pression rayonne´e sera e´galement une superposition
de champs de pression pour chaque de´placement harmonique de la struc-
ture statorique. En utilisant la notation vectorielle des spectres de´ja` utilise´e
pre´ce´demment, on obtient pour une vitesse de de´placement de la forme :
{vˆ} =

vˆ∗nmax,mmax
2
...
v0,0
...
vˆnmax,mmax
2

vecteur spectre de la vi-
tesse vibratoire v(t, θ)
(5.64)
base({vˆ}) =

e−j(nmaxω0t)
...
ej0 = 1
...
e+j(nmaxω0t)
 ·

e−j(mmaxθ)
...
ej0 = 1
...
e+j(mmaxθ)

base dans laquelle est
exprime´ le vecteur
spectre de de la fonc-
tion v(t, θ) :
v(t, r) = {vˆ}T ·
base({vˆ})
(5.65)
On sait e´galement que dans l’air ω et k ne sont pas inde´pendants puisqu’ils
sont lie´s par la relation de dispersion (5.44) : k = ωc , soit ici pour un rang
(n,m) : k = nω0c ou` ω0 est la fre´quence fondamentale de la se´rie de Fourier.
A` chaque harmonique de vitesse vibratoire de rang (n,m) correspondra un
champ de pression :
pn,m(t, r, θ) =
pˆn,m
2
· ejnω0t · ejmθ ·H(2)m (
nω0
c
· r) (5.66)
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avec 13 :
pˆn,m =
−vˆn,m ·
j·ρ0·c
H
(2)′
m (
nω0
c
·a) si n > 0
−vˆn,m · j·ρ0·c
H
(1)′
m (
nω0
c
·a) si n < 0
(5.67)
On peut noter la pression sous la forme vectorielle :
{pˆ} =

pˆ∗nmax,mmax
2
...
0
...
pˆnmax,mmax
2

vecteur spectre de la pression acous-
tique p(t, r, θ)
(5.68)
base({pˆ}) =

e−j(nmaxω0t)
...
ej0 = 1
...
e+j(nmaxω0t)
 ·

e−j(mmaxθ)
...
ej0 = 1
...
e+j(mmaxθ)
 ·

H
(1)
mmax(
nmaxω0
c · r)
...
1
...
H
(2)
mmax(
nmaxω0
c · r)

(5.69)
base dans laquelle est exprime´ le vecteur spectre de de la
fonction p(t, r, θ) : p(t, r, θ) = {pˆ}T · base({pˆ})
Avec la notation vectorielle, on peut facilement ge´ne´raliser le calcul des
valeurs efficaces (Root Mean Square), la puissance acoustique vaudra alors :
P = 1
ρ0 · c ·
∫ 2pi
0
| prms(r, θ) |2 rdθ
=
1
ρ0 · c · {pˆ}
∗T ∗ {pˆ} (5.70)
Le mode`le de rayonnement que nous venons de de´velopper permet a`
partir de la connaissance de la vitesse vibratoire a` la surface du stator de
de´terminer la pression acoustique ainsi que les caracte´ristiques e´nerge´tiques
– puissance et facteur de rayonnement. La formulation a` l’aide de vecteurs
et de multiplications matricielles rend cette approche e´le´gante et peut eˆtre
facilement re´solue nume´riquement.
13suite a` une note pre´ce´dente concernant le choix de la fonction de Hankel pour obtenir
une onde divergente, on remarquera que pour n > 0, on choisira H
(2)
m (
nω0
c
· r) et que pour
n < 0, on devra prendre H
(1)
m (
nω0
c · r)
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5.3 Pre´sentation d’autres mode`les de rayonnement
du stator
Comme nous l’avons fait remarquer au de´but de ce chapitre, un mode`le
2D (cylindre infini), n’est valable que pour l’estimation de la pression face
au centre de la machine. Plus on s’e´loignera vers les extre´mite´s, moins notre
mode`le sera bon. Pour un calcul plus pre´cis, il faudrait tenir compte de la
longueur finie de notre stator. C. Lesueur, dans son ouvrage [Lesueur88] p
155 donne un exemple de calcul du rayonnement d’une coque mince appuye´e
a` ces extre´mite´s et baﬄe´e – rigide – au dela`. Cette me´thode, relativement
pointue, se de´compose en trois e´tapes :
1. trouver le sche´ma modal de la structure dans le vide. Pour cela, l’au-
teur utilise l’ope´rateur de Donnell dont nous avons de´ja` parle´ dans
le chapitre 4
2. exprimer la pression p a` l’aide d’une fonction de Green
3. de´velopper la pression dans la base des modes propres de la structure
dans le vide
Le de´veloppement analytique est de´licat et le calcul complet ne´cessite une
re´solution nume´rique, c’est pourquoi nous renverrons le lecteur inte´rresse´
directement a` l’ouvrage de C. Lesueur. On peut cependant noter qu’il
apparaˆıt des couplages par rayonnement entre les modes longitudinaux pour
un mode circonfe´rentiel donne´ et que cette me´thode est bien adapte´e si le
fluide n’a pas une densite´ trop importante.
Un autre travail inte´ressant est celui expose´ dans l’ouvrage de S.J. Yang
[Yang81] qui a e´galement de´veloppe´ un mode`le de rayonnement de stator
en utilisant celui d’une coque mince finie pour diffe´rents rapports longueur
sur rayon. De meˆme, les formulations sont relativement complexes mais un
travail tre`s inte´ressant de comparaison entre diffe´rents mode`les a e´te´ re´alise´.
Il nous permet de voir la validite´ des hypothe`ses retenues pour chacun des
trois mode`les suivants :
1. mode`le de P.L. Alger [Alger51] : sensiblement les meˆmes hypothe`ses
que nos travaux de la section pre´ce´dente – cylindre infini
2. mode`le de H. Jordan : mode`le de rayonnement d’une sphe`re14. Cette
me´thode fait encore l’objet d’e´tudes, on citera a` ce sujet la the`se de
L. Bouchet [Bouchet96]
3. Mode`le de´veloppe´ par S.J. Yang
14comme il a e´te´ remarque´ dans l’ouvrage [Lesueur88], en-dec¸a` d’une fre´quence ca-
racte´ristique de la source – ou d’un ka –, le facteur de rayonnement σ de´finit globalement la
personnalite´ acoustique de chaque objet immerge´. En revanche, au-dela` de cette fre´quence,
σ tend assymptotiquement vers 1, c’est a` dire que l’objet se comporte globalement comme
une sphe`re e´quivalente
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Pour diffe´rentes valeurs de m, l’auteur donne des tableaux de comparaison
pour la valeur du coefficient relatif d’intensite´ acoustique (
Istator
Ionde plane
).
Ceci doit permettre d’estimer assez rapidement le niveau de puissance acous-
tique d’une machine e´lectrique lorsque nous connaissons la vitesse vibratoire
de la surface rayonnante.
La tendance actuelle en matie`re de calcul de rayonnement acoustique
est d’utiliser l’inte´grale de Helmholz associe´e a` une fonction de Green.
Cette inte´grale est obtenue a` partir de l’e´quation d’onde de pression que
l’on multiplie par une solution fondamentale G appele´e fonction de Green
pour obtenir une e´quation inte´grale. Par utilisation du second the´ore`me de
Green et de l’e´quation de Euler en re´gime harmonique (−jωρ0v = ∂p∂n),
on obtient l’expression suivante :
p(M) =
∫
S
p(M0) · ∂G(M,M0)
∂n
+ j · ρ0 · ω · v(M0) ·G(M,M0) dS(M0)
(5.71)
v(M0) et p(M0) sont respectivement la vitesse vibratoire et la pression
parie´tale – a` la surface de la paroi – en un point courant M0 de la structure.
G(M,M0) est la fonction de propagation de Green associe´e au domaine
fluide conside´re´.
∂G(M,M0)
∂n est la de´rive´e normale de la fonction de Green au point M0 sur
la structure.
S est la surface de la structure vibrante et dS un e´le´ment de cette surface.
Cette inte´grale comporte deux termes, le premier de´pendant de la pres-
sion parie´tale est extre´mement complexe a` calculer, le deuxie`me, dans le cas
ou` l’on connait la vitesse vibratoire, est facilement de´terminable.
En discre´tisant cette e´quation, on arrive aux techniques d’E´le´ments Finis
de Frontie`re (Boundary Element Method). Ces techniques commencent a` eˆtre
de plus en plus utilise´es pour le rayonnement de syste`mes e´lectrome´caniques
(cf. par exemple les articles [BauerMonzelHenneberger98] ainsi que
[RamesohlBauerHenneberger98] et [BauerHenneberger99]. On no-
tera e´galement, plus re´cemment, les articles [CarlsonNevesNSadowski00],
[KaehlerHenneberger00] et, toujours par les personnes du meˆme labo-
ratoire [MonzelBauerHenneberger00]).
Sous certaines conditions lie´es aux fre´quences et a` la distance d’obser-
vation – champ proche ou lointain –, on peut simplifier l’expression de
l’e´quation (5.71) ce qui conduit a` repre´senter le rayonnement de notre source
par une distribution de monopoˆles et de dipoˆles acoustiques sur la sur-
face de la source. Les calculs sont alors fortement re´duits par rapport a`
la me´thode d’e´le´ments finis de frontie`re et conduisent a` des re´sultats tout
a` fait acceptables (cf. [LovatLoyauBarbry97] [GabsiLoyauLovat99] et
[LoyauBarbryGabsiCamus00]).
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5.4 Ve´rifications expe´rimentales des hypothe`ses et
mode`les de´veloppe´s
La suite de ce chapitre se consacrera a` une ve´rification expe´rimentale
des diffe´rentes hypothe`ses que nous nous sommes fixe´es pour de´velopper nos
mode`les. Nous confronterons ensuite nos mode`les avec le rayonnement de
la machine d’e´tude de´ja` utilise´e aux chapitres pre´ce´dents. Dans un premier
temps, nous allons de´crire les conditions expe´rimentales. Les mesures ont
e´te´ conduites en chambre semi-ane´cho¨ıque, le moteur a e´te´ suspendu a` des
ressorts de faibles raideurs pour satisfaire aux conditions aux limites libre-
libre15. Le moteur est alimente´ par le convertisseur statique de´ja` utilise´ aux
chapitres pre´ce´dents. Les mesures acoustiques ont e´te´ effectue´es avec un mi-
crophone permettant de mesurer les pressions acoustiques. Une photographie
du dispositif expe´rimental est reporte´e sur la Fig 5.5.
Fig. 5.5 – photographie du dispositif expe´rimental : moteur suspendu en
chambre semi-ane´cho¨ıque
15le moteur oscillera avec un mouvement d’ensemble de fre´quence tre`s faible et au dela`
de cette fre´quence, on pourra conside´rer l’ensemble comme ayant des conditions aux limites
libre-libre
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5.4.1 Ve´rification des hypothe`ses : rayonnement radial et
tournant
Ve´rification de l’hypothe`se de rayonnement d’un champ tournant
Nos mode`les ont e´te´ de´veloppe´s en conside´rant que les de´placements ra-
diaux de la structure e´taient une superposition de champs tournants suivant
l’axe de la machine. S’il en est ainsi, il ne doit exister aucune direction radiale
de rayonnement privile´gie´e – le moteur rayonne dans toutes les directions
radiales avec les meˆmes valeurs RMS. Afin de confirmer cette hypothe`se,
nous avons effectue´ des mesures de pression en fonctionnement a` une dis-
tance de un me`tre de la machine pour diffe´rentes positions angulaires : avec
un angle de 0 degre´, 22, 5 degre´s, 45 degre´s et 67, 5 degre´s (cf.Fig 5.6).
Fig. 5.6 – position des points de mesures pour la ve´rification des champs
tournants (cotes en mm, e´chelles non respecte´es)
Pour chacun des points de mesures, nous avons releve´ le spectre des
niveaux de pression acoustique. Ces diffe´rents spectres sont reporte´s a` la
Fig 5.7, on constate qu’aux fluctuations de mesures pre`s, ils ont tous le
meˆme contenu spectral et les meˆmes amplitudes, ce qui confirme bien la
pre´sence des champs tournants. Cette se´rie de mesures nous permet de ne
relever les niveaux de pressions que pour une seule position de θ, les niveaux
de pression des autres positions angulaires n’e´tant qu’un spectre identique
aux de´phasages pre`s.
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Fig. 5.7 – spectres des niveaux de pression pour les quatre points de mesures
pour les diffe´rentes positions angulaires
Il est possible d’augmenter la stabilite´ et la pre´cision des mesures acous-
tiques en effectuant des moyennes (estimation de la densite´ spectrale de
puissance par la me´thode de Welch ou autre), mais les moyennages et la
forme scalaire d’une puissance nous ferait perdre l’information de phase. En
outre, le moyennage, pour des mesures sur une machine asynchrone n’est
pas simple puisque si l’on se synchronise sur la vitesse de rotation, on perd
la synchronisation sur les courants en raison du glissement et inversement.
Pour ces raisons, nous avons pre´fe´re´ effectuer des mesures les plus longues
possibles – jusqu’a` 40000 points – et utiliser des algorithmes classiques de
FFT sans moyennage pour de´terminer les contenus spectraux.
Ve´rification de l’hypothe`se de rayonnement radial du champ de
pression
Nos mode`les ont e´te´ de´veloppe´s en conside´rant un rayonnement pure-
ment radial de notre machine puis une de´croissance rapide – non mode´lise´e
– au dela` des limites axiales de la machine. Ceci nous a conduit a` ne calculer
que le rayonnement d’une coupe 2D de notre stator. Afin de confirmer ce
choix, nous avons releve´ la pression rayonne´e a` une distance de un me`tre
de la machine pour diffe´rentes positions axiales et pour une fre´quence de
de´coupage de 1111 Hz (cf. Fig 5.8).
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Fig. 5.8 – position des points de mesures pour la ve´rification des champs de
rayonnement radiaux (cotes en mm, e´chelles non respecte´es)
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Pour chaque point de mesure PXX, nous avons releve´ le spectre de niveau
de pression acoustique. Conforme´ment a` l’e´tude vibratoire qui a e´te´ effectue´e
au chapitre 4 pour cette fre´quence de de´coupage, la raie d’amplitude maxi-
male apparaˆıt pour une fre´quence de 2465 Hz. La Fig 5.9 repre´sente ce
spectre pour diffe´rents points de mesures. Les contenus spectraux pour les
diffe´rents points de mesures sont similaires mais les amplitudes de´pendent
de la position axiale.
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Fig. 5.9 – spectre des niveaux de pression pour quatre points de mesures
suivant la direction axiale : P01, P02, P06, P07
Pour la fre´quence de 2465 Hz, nous avons trace´ le niveau de pression
en fonction de la position axiale par rapport au point P01 situe´ face au
centre de la machine. Ce trace´ est reporte´ a` la Fig 5.10 sur laquelle, nous
avons e´galement signale´ l’emplacement de la machine. On constate que le
champ rayonne´ est bien un champ radial qui a une amplitude pratique-
ment constante face a` la machine puis de´croit rapidement sur les extre´mite´s
axiales. Nous avons e´galement releve´ le niveau de pression au dessus de
l’arbre moteur a` une distance de 300 mm (P00). Ce spectre reporte´ a` la
Fig 5.11 montre des composantes totalement diffe´rentes de celles de la
Fig 5.9 et avec des amplitudes largement infe´rieures.
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Fig. 5.10 – Niveaux de pression acoustiques mesure´s en fonction de la posi-
tion axiale d’observation – emplacement de la machine
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Fig. 5.11 – spectre des niveaux de pression pour le point P00 situe´ a` 300 mm
au dessus de l’arbre moteur
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Nous pouvons conclure que le champ de pression acoustique rayonne´ par
la machine e´lectrique est, d’une part une superposition de champs tournants
suivant l’axe de la machine et que, d’autre part, ces champs sont rayonne´s de
manie`re radiale et pratiquement uniquement entre les deux extre´mite´s axiales
de la machine. Notre mode`le de rayonnement reposant sur le calcul 2D du
rayonnement d’une section de stator repose sur des hypothe`ses confirme´es
par l’expe´rience.
5.4.2 Validation expe´rimentale du mode`le de rayonnement
en 2D
Cette validation s’est appuye´e sur des mesures effectue´es a` la fre´quence
de de´coupage de 1111 Hz. Pour cette fre´quence, dans le chapitre pre´ce´dent,
nous avons montre´ les diffe´rences qui existaient entre le calcul des acce´le´rations
vibratoires et la mesure de ces acce´le´rations en raison d’un couplage entre
le mode de rang 2 et les efforts d’excitations de rang 4. Pour contourner ce
proble`me, nous avons valide´ notre mode`le a` partir des releve´s expe´rimentaux
de vitesses vibratoires et non a` partir des calculs de ces vitesses. La Fig 5.12,
reporte l’acce´le´ration vibratoire mesure´e a` la pe´riphe´rie du stator.
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Fig. 5.12 – spectre de l’acce´le´ration vibratoire a` la pe´riphe´rie de la machine
pour une fre´quence de de´coupage de 1111 Hz
La vibration principale est obtenue a` 2465 Hz, nous confronterons notre
mode`le pour cette fre´quence. Le proble`me rencontre´ si l’on part d’une acce´le´ra-
tion releve´e expe´rimentalement est que cette dernie`re a e´te´ faite pour un
unique point de mesure – un seul acce´le´rome`tre. En raison du couplage
entre le mode de rang 2 et l’excitation de rang 4, nous ne savons pas si cette
vibration correspond a` une de´forme´e de rang 2 ou 4. Ainsi, nous avons cal-
cule´ le rayonnement pour une vibration de rang m compris entre 0 et 6 (cf.
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Fig 5.4 repre´sentant l’image du champ de pression rayonne´ par chacun de
ces modes pour une excitation stationnaire suivant θ) et nous identifierons a`
quel type de rayonnement correspond cette fre´quence de vibration16. Pour la
fre´quence de 2465 Hz, nous avons releve´ une acce´le´ration RMS de 5m · s−2.
Nous en de´duisons les valeurs suivantes :
ω = 15519 rad · s−1
vˆ = 4, 364 · 10−4m · s−1
A` 20 degre´s Celsius, nous avons une vitesse du son dans l’air c de 344m·s−1
pour une masse volumique ρ0 de 1.2 kg ·m−3. La valeur de a est e´gale au
rayon de la source, soit 5 · 10−2m. Ceci nous permet de de´terminer les
caracte´ristiques du rayonnement :
k =
ω
c
= 45, 11m−1
λ =
2pi
k
= 13, 9 · 10−2m
k · a = 2, 255
Nous avons releve´ les niveaux de pression acoustique pour diffe´rentes dis-
tances de mesures r de 50 mm a` 2 m. Les positions des points de mesures
sont reporte´s sur la Fig 5.13.
Sur la Fig 5.14, nous avons reporte´ le calcul des niveaux de pression
rayonne´e en fonction de la distance r pour les diffe´rentes valeurs de m, nous
avons e´galement reporte´ d’une croix les points de mesures expe´rimentales.
Ce rayonnement a e´te´ calcule´ pour la fre´quence de 2465 Hz. Nous savons
que cette fre´quence correspond a` la fre´quence propre du mode de rang 2. Le
rayonnement doit donc ne´cessairement eˆtre un rayonnement de rang 2.
Nous constatons sur la Fig 5.14 que le mode`le propose´ est bien en ac-
cord avec les points releve´s meˆme s’il sure´value les amplitudes. Dans son
ouvrage [Yang81], S.J. Yang avait de´ja` note´ qu’un mode`le de rayonnement
de cylindre infini – mode`le proche de nos de´veloppements – conduisait a` un
re´sultat un peu sure´value´.
Nous retiendrons cependant que l’allure du rayonnement en fonction
de la distance d’observation est correctement reproduite et qu’elle permet
d’avoir une premie`re estimation du rayonnement.
16attention, contrairement a` la Fig 5.4, le champ rayonne´ par une machine e´lectrique
est un champ tournant suivant θ, les directions d’e´missions privile´gie´es tournent donc a` la
vitesse du champ vibratoire et passe donc successivement par toutes les positions θ
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Fig. 5.13 – positions des points de mesures pour la ve´rification mode`le en
fonction de la distance r (cotes en mm, e´chelles non respecte´es)
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Fig. 5.14 – calcul des niveaux de pression rayonne´e pour diffe´rentes valeurs
de m (de haut en bas, m = 2, 1, 0, 3, 4, 5 et 6). Les rangs 2,1 et 0 ont pra-
tiquement les meˆmes niveaux. Les croix repre´sentent les points de mesures
expe´rimentaux
134 CHAPITRE 5. RAYONNEMENT ACOUSTIQUE
La diffe´rence d’amplitude peut s’expliquer par les diffe´rentes hypothe`ses
utilise´es :
1. le rayonnement a e´te´ conside´re´ comme un rayonement infini ce qui ne
peut eˆtre rigoureusement correct meˆme dans une chambre sourde
2. nous avons duˆ ne´gliger l’amortissement apporte´ par l’air
3. nous avons e´galement ne´glige´ la pre´sence des ailettes de refroidissement
qui perturbe le champ proche. Ces dernie`res ne doivent cependant
avoir qu’une faible inflluence puisqu’il a e´te´ montre´ que le champ e´tait
purement radial
4. enfin, par l’hypothe`se d’un rayonnement en deux dimensions, nous
ne´gligeons les effets de bords introduits par la longueur finie de la
machine
Finalement, ce graphe met en e´vidence l’importance des modes de rayon-
nement 0, 1, 2 et 3 par rapport aux rangs supe´rieurs. En effet, le rang 4
rayonne de´ja` avec un niveau de pratiquement −15 dB par rapport a` ces
4 rangs. Les rangs 5 et 6 ont des niveaux respectifs de −25 et −40 dB par
rapports aux quatres premiers rangs. Il est parfaitement le´gitime de ne´gliger
les rayonnements de rangs e´leve´s. Les rangs 0, 1 et 2 ont pratiquement les
meˆmes niveaux. Nous n’utilisons ge´ne´ralement que ces trois termes pour ca-
racte´riser une source en champ lointain. Ces trois formes de rayonnement
sont alors appele´es un monopoˆle, un dipoˆle et un quadripoˆle. Dans notre cas,
ils ne sont pas stationnaires mais tournent autour de l’axe de la machine a`
la vitesse de rotation du champ d’effort.
5.4.3 Validation expe´rimentale pour des fre´quences de de´coupage
variables
Pour cet essai, nous avons conserve´ les fre´quences de de´coupage de´ja`
utilise´es au chapitre 4, apre`s 1111 Hz utilise´e dans les sections pre´ce´dentes,
nous re´glerons ce parame`tre a` 1500, 2000 et 2500 Hz.
Nous avions constate´ pre´ce´demment que la fre´quence de de´coupage qui
conduisait a` la vibration maximale e´tait 2000 Hz puisqu’il apparaˆıssait alors
un fort couplage – et donc une re´sonance – avec le mode de rang 2. Les
deux autres fre´quences fd = 1500 et 2500 Hz excitent beaucoup moins cette
re´sonance ce qui conduit a` des niveaux de vibrations bien infe´rieurs. Sur la
Fig 5.15, nous allons reporter les spectres d’acce´le´ration et de niveaux de
pression correspondants releve´s a` un me`tre de la machine pour les fre´quences
de de´coupage de 2000 et 2500 Hz.
Sur ces essais pour trois fre´quences de de´coupage diffe´rentes, nous consta-
tons que l’essai qui conduit aux vibrations maximales est bien celui qui
conduit au bruit maximum. Cet essai (fd = 2000Hz) excite de manie`re
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Acce´le´ration vibratoire du stator Niveaux de pression acoustique
fd = 2000Hz
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fd = 2500Hz
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Fig. 5.15 – spectre des acce´le´rations et niveaux de pression correspondant
a` un me`tre pour une fre´quence de de´coupage de 2000 puis 2500 Hz
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importante la re´sonance du mode de rang 2 qui – nous l’avons vu a` la
sous-section pre´ce´dente – est un mode qui rayonne fortement. Le niveau
maximum de pression est alors de 59 dB a` 2465 Hz a` une distance de 1 m
de la machine.
Une variation assez faible de la fre´quence de de´coupage re´ussit a` de´placer
l’excitation suffisament loin de cette re´sonance pour baisser fortement le
niveau maximal de bruit. Une modification de la fre´quence de de´coupage de
500 Hz soit une variation de 20 %, re´duit la raie principale de pression de
plus de 16 dB (cf. Fig. 5.16)
frequence de fre´quence de la raie Amplitude du
de´coupage (fd) principale de pression niveau de pression
(Hz) (Hz) (dB)
1500 2047 48
2000 2465 59
2500 2030 43
Fig. 5.16 – tableau de variation des niveaux de pression acoustique a` un
me`tre de la machine en fonction de la fre´quence de de´coupage du convertis-
seur
Nous pouvons e´galement remarquer qu’un spectre de vibration ne corres-
pond pas exactement a` son spectre de niveau de pression si, a` ces fre´quences,
correspondent des modes diffe´rents. Ainsi, pour l’essai a` une fre´quence de
de´coupage de 2500 Hz, l’acce´le´ration maximale vaut 1, 6m · s−2 a` 3120 Hz
(soit une vitesse de v = aω = 82 · 10−6 m · s−1) et le niveau de bruit vaut 34
dB alors que pour une acce´le´ration de seulement 0.9m · s−2 a` 2030 Hz (soit
une vitesse de v = aω = 71 · 10−6m · s−1), on obtient un niveau de bruit bien
supe´rieur (43 dB).
5.5 Re´sume´ du rayonnement acoustique de la struc-
ture statorique soumise aux efforts d’origine
e´lectromagne´tique
En partant de l’hypothe`se du rayonnement d’un cylindre infini, nous
avons pu de´velopper un mode`le de rayonnement qui e´tait bien adapte´ a` la
forme des vitesses vibratoires a` la surface du stator. Ces calculs ont e´te´
re´alise´s en conside´rant que le stator rayonnait en champ libre de manie`re
radiale. Si ces mode`les sont acceptables en face du centre de la machine –
ce qui nous permettra de connaˆıtre les valeurs majorantes de la pression
rayonne´e duˆes aux vibrations d’origine e´lectromagne´tique –, ces valeurs de-
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viennent fausses lorsque nous nous e´loignons de la section centrale de la
machine.
Les diffe´rentes hypothe`ses que nous avons formule´es ont e´te´ ve´rifie´es
expe´rimentalement. Le mode`le de rayonnement de´veloppe´ sure´value un peu
les niveaux de pression mais il permet d’avoir une premie`re estimation et
de se faire une ide´e de l’e´volution du champ de pression en fonction de
la distance d’observation et du rang de distribution de la vibration. Pour
des niveaux de pre´cision plus e´leve´s, nous devrons utiliser d’autres mode`les.
Les mode`les de distribution de monopoˆles et de dipoˆles a` la surface du
stator semblent eˆtre un bon compromis temps de calcul/pre´cision et restent
relativement faciles a` mettre en œuvre. Nous avons e´galement pu mettre
en e´vidence qu’un simple calcul vibratoire n’e´tait pas toujours suffisant et
qu’une estimation – ou une mesure – du rayonnement acoustique restait
ne´cessaire pour minimiser les nuisances acoustiques ge´ne´re´es par la machine
e´lectrique asynchrone alimente´e par convertisseur statique de puissance.
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Conclusion
Comme il a e´te´ pre´cise´ dans l’introduction, le travail pre´sente´ s’ins-
crit dans une optique de conception d’un ensemble machine associe´e a` son
convertisseur statique. Le pre´-dimensionnement interdisant toute solution
nume´rique lourde – de telles me´thodes imposant de disposer d’un mode`le
d’ores et de´ja` e´tabli – nous nous sommes concentre´s sur une approche
de Fourier. Celle-ci est peut-eˆtre moins pre´cise que certaines me´thodes
nume´riques mais elle permet de coupler plus facilement les diffe´rents do-
maines de la physique rencontre´s (cf. Fig. 5.17). Les me´thodes de type
e´le´ments finis ont e´te´, e´ventuellement, reserve´es pour des validations de
mode`les.
Fig. 5.17 – chaˆıne d’e´mission acoustique globale d’un ensemble machine
e´lectrique asynchrone-convertisseur statique de puissance
Les strate´gies de commutation des convertisseurs statiques ont e´te´ ca-
racte´rise´es par leur spectre de tension applique´e sur une phase de la ma-
chine. Cette approche permet la mode´lisation de l’ensemble des strate´gies
existantes sous re´serve de disposer d’un mode`le performant de la machine
asynchrone qui permette d’en de´duire les courants. Pour cela, nous avons
ge´ne´ralise´ les mode`les de machine asynchrone qui existent et qui tiennent
compte des harmoniques d’espace afin qu’ils puissent e´galement prendre en
compte les harmoniques de temps apporte´s par le convertisseur. Ceci nous a
permis de de´velopper un mode`le qui donne directement les spectres des cou-
rants dans les diffe´rents conducteurs – statoriques et rotoriques – en tenant
compte des phe´nome`nes d’harmoniques de temps et d’espace.
A` l’aide des courants calcule´s, nous avons utilise´ la me´thode dite des
champs tournants (Winding field theory) pour de´terminer les champs pre´sents
dans l’entrefer comme une superposition de champs harmoniques tournant
a` diffe´rentes vitesses. Bien que base´ sur une approche de Fourier, les
diffe´rents calculs sont re´alise´s nume´riquement en utilisant des algorithmes
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de Transforme´e de Fourier Discre`te et de calculs matriciels. Cette me´thode
est mise en œuvre en tenant compte des harmoniques de temps – conversion
statique –, des harmoniques d’espace – re´partition non continue des conduc-
teurs – et des phe´nome`nes d’encoches – chute de flux dans l’entrefer face a`
une encoche.
Ce calcul de conversion e´lectrome´canique nous permet de de´terminer
les pulsations de couples ainsi que les efforts radiaux d’attraction entre le
stator et le rotor a` l’origine des vibrations statoriques, sources de bruit. Les
mode`les ont e´te´ valide´s expe´rimentalement au niveau des courants et des
couples moyens.
Apre`s une e´tude bibliographique sur le comportement vibratoire des sta-
tors de machines e´lectriques, nous avons de´veloppe´ une me´thode analytique
de de´termination des fre´quences propres de la structure. Cette me´thode a
e´te´ valide´e expe´rimentalement par diffe´rentes me´thodes et s’est re´ve´le´e tre`s
pre´cise (quelques pour-cent d’erreurs sur la de´termination des fre´quences
propres).
En controˆlant la conception de la machine et la strate´gie du convertis-
seur, nous sommes en mesure de placer les excitations vibratoires d’origine
e´lectromagne´tique en dehors des re´sonances – suffisament loin des fre´quences
propres. Hors re´sonances, il nous est alors possible d’utiliser les techniques
de superposition modale en ne´gligeant l’amortissement de la structure. Ceci
nous permet de de´terminer la re´ponse vibratoire de la structure statorique.
Les expe´rimentations re´alise´es ont cependant fait apparaˆıtre des couplages
entre diffe´rents modes17 qui limitent la porte´e de nos mode`les. Ces couplages
conduisent a` des fortes re´sonances pour certaines fre´quences de de´coupages
qu’il convient d’e´viter soigneusement.
Meˆme si d’autres auteurs [VermaBalan98] ont mis en e´vidence le meˆme
phe´nome`ne de couplage et en ont tire´s les meˆmes conclusions, il serait
inte´ressant de comple´ter nos mode`les a` l’aide de me´thodes d’identifications –
prise en compte de l’amortissement – et de les appliquer a` d’autres machines
asynchrones pour confirmer la pre´sence de ces couplages.
L’analyse acoustique nous a permis d’acque´rir un savoir-faire et de
de´velopper un mode`le inte´ressant pour la dimensionnement et la conception
de l’association machine-convertisseur, meˆme s’il s’est ave´re´ que le mode`le
de´veloppe´ surestimait – majorait – les niveaux de pressions obtenus par
rapport aux mesures expe´rimentales.
Bien que cette e´tude nous ait apporte´ de nombreux e´le´ments de re´ponse
et un savoir-faire inde´niable, les perspectives restent grandes. En effet,
17ou plus exactement, entre la projection d’un effort sur un mode – la force modale –
et la re´ponse sur un second mode
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les phe´nome`nes rencontre´s restent complexes et ne´cessiteront encore beau-
coup de travail pour une compre´hension totale. Nous pouvons citer a` titre
d’exemple le travail qu’il reste a` effectuer pour ame´liorer les performances
de la de´termination des re´ponses force´es de de´placement. Cette question
ne´cessite peut-eˆtre de se reposer des questions sur l’applicabilite´ de la su-
perposition modale lorsque des modes peuvent eˆtre couple´s. Nous pourrons
e´galement refaire des mesures sur d’autres machines pour confirmer ou in-
firmer les conclusions de cette premie`re e´tude et notamment en effectuant
plus de mesures en charges.
Le banc de mesure est actuellement repense´ pour permettre l’ajout d’une
charge qui ne perturberait pas la mesure du bruit et des vibrations de la
machine d’e´tude. Nous pensons e´galement au remplacement du syste`me de
controˆle du convertisseur actuel18 par un syste`me plus performant19 qui
permettrait plus de souplesse dans le choix des strate´gies de commutation.
Ces modifications sont e´galement effectue´es dans l’optique d’une colla-
boration de´ja` commence´e avec messieurs P. Wagstaff, J.C. Henrio et R.
Dib de l’Universite´ de Technologie de Compie`gne [DibHenrioHubert+00].
Leurs activite´s de recherche concernent la propagation des vibrations aux
bancs et aux e´le´ments de support du moteur. Le travail re´alise´ s’appuit sur
l’identification et l’utilisation des fonctions de re´ponse en fre´quence de la
structure d’accueil du moteur par des me´thodes inverses. Cette propagation
des vibrations aux e´le´ments environnants conduit ces derniers a` rayonner de
manie`re parfois plus importante que la source elle-meˆme (dans notre cas, le
moteur)20.
18controˆle´ par une carte dSPACE programme´e en Matlab Simulink
19processeur de signal spe´cialise´ 320C240
20Cette propagation des vibrations aux structures environnantes et leurs rayonnements
sont parfois regroupe´s dans la litte´rature sous le terme de bruits solidiens ou d’origine
solidienne (structure borne sound). Pour plus d’informations, sur ces notions de bruits
solidiens, on pourra se reporter au colloque [INRS99]
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Annexe A
Rappel sur la notion de
repre´sentation spectrale en
temps et en espace
L’objectif de ce chapitre est de rappeler les diffe´rentes notions concernant
la re´pre´sentation de Fourier d’une fonction pour les deux cas suivants :
1. fonctions pe´riodiques par rapport a` la variable de temps ou d’espace
2. fonctions pe´riodiques non seulement par rapport a` la variable de temps
mais e´galement par rapport a` la variable d’espace – Notions de champs
et ondes harmoniques
A.1 Fonctions pe´riodiques par rapport a` la va-
riable de temps ou d’espace
The´ore`me A.1.1 Une fonction f peut toujours eˆtre repre´sente´e par une
se´rie de Fourier a` condition qu’elle soit pe´riodique. Ainsi si cette fonction
de´pend du temps : f = f(t), le passage dans le domaine de Fourier de
cette fonction fera apparaˆıtre une nouvelle fonction : fˆ = fˆ (ω) de´pendant
d’une variable ω appele´e la pulsation temporelle ou d’une variable f0 appele´e
la fre´quence telle que ω = 2pif0.
De manie`re analogue, une fonction f(x) ou f(θ) pe´riodique suivant la va-
riable d’espace x (line´aire) ou θ (rotation) fera apparaˆıtre dans le domaine
de Fourier une nouvelle fonction fˆ = fˆ(k) ou` k est appele´e la pulsation
spatiale (en acoustique, on appelle ge´ne´ralement cette pulsation spatiale le
nombre d’onde).
Suivant les types d’utilisateurs de la transforme´e de Fourier (mathe´maticiens,
physiciens, e´lectrotechniciens...), diffe´rentes repre´sentations existent dans le
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domaine de Fourier, elles sont pourtant totalement identiques. Les habi-
tudes de chacun ont contribue´ a` de´velopper des variantes adapte´es a` chaque
domaine d’application et a` chaque utilisateur. Pour familiariser le lecteur,
nous avons choisi de pre´senter quelques unes de ces variante puisqu’au cours
de cet article, il nous arrivera parfois de passer de l’une a` l’autre de ces
diffe´rentes repre´sentations.
Nous allons appliquer ces diffe´rentes repre´sentations a` une des fonc-
tions pe´riodiques les plus simples et les plus courantes : une fonction tri-
gonome´trique.
Soit f une fonction pe´riodique monochromatique (une seule pulsation)
sinuso¨ıdale de´finie par l’e´quation (A.1)1.
f(t) = A cos(ωt) + B sin(ωt) (A.1)
A.1.1 Spectre en cos et sin
La repre´sentation la plus simple de la fonction f dans le domaine de
Fourier est e´videmment d’associer a` la pulsation ω , l’amplitude A pour
la fonction cosinus et B pour la fonction sinus. Ceci conduit a` la figure A.1.
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Fig. A.1 – spectre en cos et sin de la fonction f pour A = 1 et B = 0.5
1Par la suite, nous allons travailler avec une fonction de´pendant de la variable temps,
il est bien e´vident que tout ce qui suit est e´galement applicable si l’on remplace la variable
temps par la variable espace.
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A.1.2 Spectre en cos
Nous pouvons montrer qu’une fonction sinus n’est autre qu’une fonction
cosinus de´phase´e. En posant C =
√
A2 +B2 et ϕ = arctan BA , la fonction f
de l’e´quation (A.1) peut se re´e´crire sous la forme :
f(t) = C cos(ωt+ ϕ) (A.2)
De`s lors, il est e´vident que la repre´sentation la plus adapte´e dans le
domaine de Fourier est d’associer a` la pulsation ω le nombre complexe
Cˆ d’amplitude C (sa norme) et de phase ϕ . Cette nouvelle repre´sentation
conduit a` la figure A.2.
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Fig. A.2 – spectre en amplitude et phase pour l’exemple de la figure A.1
Dans le cas ou` on aurait a` calculer des formes quadratiques d’une telle
fonction, nous obtiendrons :
f2(t) =
(
C cos(ωt+ ϕ)
)2
=
( C√
2
)2
·
(
1 + cos(2ωt+ 2ϕ)
)
(A.3)
Le spectre de cette fonction quadratique n’a donc plus la meˆme compo-
sition spectrale que la fonction initiale f(t). Les formes quadratiques font
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apparaˆıtre des spectres diffe´rents2, il faudra donc eˆtre vigilant dans nos tra-
vaux aux changements de spectres qu’apportent les formes quadratiques3.
La valeur efficace (Root Mean Square) du signal f(t) n’est autre que la ra-
cine carre´ de la valeur moyenne de la forme quadratique. La valeur moyenne
d’une fonction sinuso¨ıdale e´tant nulle, seule la composante de fre´quence ze´ro
contribuera a` cette valeur moyenne, on obtient alors4 :
fRMS =
√
1
2pi
∫ 2pi
0
f2(t)dωt
=
√√√√ 1
2pi
∫ 2pi
0
( C√
2
)2 · (1 + cos(2ωt+ 2ϕ)︸ ︷︷ ︸
= 0
)
dωt
=
C√
2
(A.4)
A.1.3 Spectre en exponentiel
En utilisant l’identite´ mathe´matique suivante cosa = 12(e
ja + e−ja) avec
j =
√−1 et en posant Cˆ = Cejϕ, la fonction de l’e´quation (A.1) peut se
re´e´crire sous la forme de l’e´quation (A.5)
f(t) =
Cˆ∗
2
e−jωt +
Cˆ
2
e+jωt (A.5)
Cette notation fait apparaˆıtre la notion non physique de pulsation ne´gative.
Cette e´criture est la plus utilise´e par les mathe´maticiens, c’est elle qui est
utilise´e dans les algorithmes nume´riques de calculs de transforme´e de Fou-
rier et notamment dans la transforme´e de Fourier rapide (FFT ). Elle peut
eˆtre repre´sente´e par la figure A.3.
Une fac¸on e´le´gante de pre´senter ce spectre lorsqu’il est compose´ de plu-
sieurs fre´quences et d’une valeur moyenne non nulles est de le poser sous
forme vectorielle en lui associant une base forme´ des exponentielles com-
2si notre signal avait e´te´ compose´ de deux fonctions sinuso¨ıdales aux pulsations ω1
et ω2, le spectre de la fonction quadratique serait compose´ de fonctions sinuso¨ıdales aux
pulsations 2ω1, 2ω2, 0, ω2 ± ω1
3cette remarque est importante, car nous verrons dans le cours de nos travaux qu’une
forme quadratique apparaˆıt lors de l’utilisation du tenseur de Maxwell
4pour une fonction constitue´e de plusieurs pulsations, seules les composantes de rang
ze´ro de f2(t) contribueraient a` la valeur efficace, on obtiendrait fRMS =
∑
i
Ci√
2
. Ce
re´sultat confirme bien le the´ore`me de Parseval
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Fig. A.3 – spectre en amplitude et phase de fonctions exponentielles pour
l’exemple de la figure A.1
plexes a` toutes les pulsations :
{fˆ} =

Cˆ∗n
2
...
Cˆ∗1
2
C0
Cˆ1
2
...
Cˆn
2

vecteur spectre de la fonction f(t) (A.6)
base({fˆ}) =

e−jnωt
...
e−jωt
ej0 = 1
e+jωt
...
e+jnωt

base dans laquelle est exprime´ le
vecteur spectre de de la fonction
f(t) : f(t) = {fˆ}T · base({fˆ})
(A.7)
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Dans le cas d’une forme quadratique de f(t) contenant une seule pulsa-
tion, nous avons :
f2(t) =
( Cˆ∗
2
e−jωt +
Cˆ
2
e+jωt
)2
=
Cˆ∗
2
· Cˆ
∗
2
· e−j2ωt + 2 · Cˆ
∗
2
· Cˆ
2
· ej0 + Cˆ
2
· Cˆ
2
· e+j2ωt (A.8)
Le calcul du spectre de la fonction quadratique pour une fonction f(t) conte-
nant plusieurs pulsations peut eˆtre re´alise´ tre´s e´le´gamment en utilisant les
vecteurs de´finis ci-avant de la fac¸on suivante :
{fˆ2} = {fˆ} ∗ {fˆ}∗T (A.9)
exprime´ dans la base associe´e a` f2(t) :
base({fˆ2}) = base({fˆ}) ∗ base({fˆ})∗T (A.10)
et la valeur de fRMS sera facilement calcule´e par :
fRMS = {fˆ}∗T ∗ {fˆ} (A.11)
Cette me´thode sera tre`s pratique pour calculer les spectres de fonctions
quadratiques dont le spectre d’origine est tre`s riche. On remarque e´galement
qu’elle peut eˆtre utilise´e pour calculer le spectre d’une fonction qui est la
mutiplication de deux autres fonctions dont on connaˆıt de´ja` les spectres.
A.1.4 Spectre en demi-exponentiel
En remarquant la syme´trie conjugue´e de la notation pre´ce´dente, nous
pouvons ne repre´senter qu’une moitie´ du spectre. On e´crit alors :
f(t) = <(Cˆe+jωt) (A.12)
Cette repre´sentation est beaucoup utilise´e par les e´lectrotechniciens. On
parle ge´ne´ralement de phaseurs (lorsque la variable est l’espace au lieu du
temps, on parle de vecteur d’espace).
Si cette notation semble plus concise que la notation pre´ce´dente, elle n’est
cependant pas adapte´e lorsque l’on travaillera avec des formes quadratiques
ou bien des multiplications de fonctions puisque s’il est exacte que :(
cos(ωt)
)2
=
(1
2
· e−jωt + 1
2
· e+jωt
)2
(A.13)
il est en revanche faux que(
cos(ωt)
)2
= <
((
e+jωt
)2)
(A.14)
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A.2 Fonctions pe´riodiques par rapport a` la va-
riable de temps et d’espace – Notions de champs
et ondes harmoniques
Dans les sections pre´ce´dentes, nous avons traite´ le cas de fonctions har-
moniques soit en temps, soit en espace. Un champ – ou une onde – har-
monique est une grandeur qui posse`de une pe´riodicite´ suivant les deux va-
riables t et x – θ – en meˆme temps. Cette double pe´riodicite´ peut donc eˆtre
de´compose´e en spectre suivant ces deux variables. Ainsi, dans le cas d’une
onde plane monochromatique en temps et en espace, c’est-a`-dire n’ayant
qu’une seule composante harmonique en temps et en espace, l’onde peut
eˆtre de´crite sous la forme de l’e´quation (A.15).
f(t, x) = C cos(ωt± kx+ ϕ) (A.15)
C est l’amplitude, ω la pulsation temporelle, k le nombre d’onde et ϕ
la phase de cette onde. Dans le cas ou` le signe dans le cosinus est positif
(f(t, x) = C cos(ωt + kx + ϕ)), nous nous trouvons dans le cas d’une onde
progressant dans le sens des x de´croissant, c-a`-d qu’au bout d’un temps
∆t, l’onde se sera reproduite identiquement a` elle-meˆme a` la position ∆x
ne´gative telle que :
∆x = −ω∆t
k
(A.16)
Dans l’e´quation (A.16), on de´finit alors le rapport ∆x∆t comme la vitesse de
phase.
Ωphase =
∆x
∆t
= −ω
k
(A.17)
L’e´quation (A.17) confirme bien la vitesse ne´gative de propagation. Pour
avoir une onde qui progresse dans le sens des x croissants, il faut avoir
f(t, x) = C cos(ωt − kx + ϕ), ce qui conduit a` un signe oppose´ pour la
vitesse de phase.
En utilisant les outils de´veloppe´s dans les sections pre´ce´dentes, on voit
que l’on peut ge´ne´raliser l’e´tude spectrale en deux dimensions, c’est-a`-dire en
obtenant non pas un spectre classique mais un spectre en deux dimensions
(temps et espace). Dans le cas de l’onde monochromatique a` vitesse ne´gative
(inverse) de´finie pre´ce´demment et en utilisant la notation exponentielle,
nous obtenons :
f(t, x) =
Cˆ∗
2
e−j(ωt+kx) +
Cˆ
2
e+j(ωt+kx) (A.18)
Soit, une raie d’amplitude C, de phase −ϕ aux rangs de temps −ω et
d’espace −k et une seconde raie, e´galement d’amplitude C mais de phase
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Fig. A.4 – amplitude du spectre en deux dimensions d’une onde plane
inverse d’amplitude 1, de pulsation spatiale et temporelle 1 (ω = ±1 et
k = ±1)
ϕ aux rangs de temps ω et d’espace k. Ce qui correspond pour le spectre
d’amplitude exprime´ en terme de fonctions exponentielles a` la figure A.4.
Nous pouvons, comme pour les fonctions qui ne de´pendent que d’une va-
riable, utiliser la notation vectorielle ge´ne´ralise´e pour deux dimensions. Nous
obtenons pour une onde plane progressant dans le sens des x de´croissants
de pulsation ω, de nombre d’onde k et d’amplitude C :
{fˆ} =

Cˆ∗
2
0
0
0
Cˆ
2
 vecteur spectre de la fonction f(t, x) (A.19)
base({fˆ}) =

e−j(ωt+kx)
e−j(ωt−kx)
ej0 = 1
e+j(ωt−kx)
e+j(ωt+kx)

base dans laquelle est exprime´ le
vecteur spectre de de la fonction
f(t) : f(t) = {fˆ}T · base({fˆ})
(A.20)
Dans le cas de champs tournants dans l’entrefer d’une machine, la va-
riable d’espace n’est plus xmais θ. Nous avons ne´cessairement une pe´riodicite´
sur un tour, nous pouvons conserver la meˆme description que pour une onde
plane. Ainsi, pour un champ tournant inverse d’amplitude C, de nombre
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d’onde k et de pulsation ω, ce dernier peut eˆtre exprime´ sous la forme :
f(t, θ) =
Cˆ∗
2
e−j(ωt+kθ) +
Cˆ
2
e+j(ωt+kθ) (A.21)
La vitesse de rotation Ω de ce champ vaudra −ωk et le nombre de noeuds
vaudra 2k5.
Dans les figures qui vont suivre, nous visualiserons le spectre 2D ainsi
que la repre´sentation spatiale d’un champ pour diffe´rentes valeurs de k et
de ω dans les cas ou` ce champ est compose´ d’un seul champ e´le´mentaire –
monochromatique – ou de plusieurs – harmoniques.
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Fig. A.5 – champ tournant direct monochromatique : n = ±1 (ω = ±1 ·ω0)
et k = ∓1
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Fig. A.6 – champ tournant inverse monochromatique : n = ±1 (ω = ±1 ·ω0)
et k = ±1
5on rappel qu’un noeud est un point ou` l’amplitude du champ est nulle
152 ANNEXE A. NOTIONS DE SPECTRE
-3
-2
-1
0
1
2
3
-3
-2
-1
0
1
2
3
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
rang d'espacerang de temps
Am
pl
itu
de
Ω = 0
{
Ω+ = −ω+k+ = +ω0
Ω− = −ω−k− = −ω0
Fig. A.7 – champ stationnaire monochromatique, re´union des deux cas
pre´ce´dents pour une meˆme amplitude
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Fig. A.8 – champ tournant direct monochromatique : n = ±1 (ω = ±1 ·ω0)
et k = ∓2
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Fig. A.9 – superposition de deux champs tournants (champ 1 : n = ±1
(ω1 = ±1 · ω0) et k1 = ∓ 2, champ 2 : n = ±2 (ω2 = ±2 · ω0) et k2 = ∓ 3)
Annexe B
Comple´ments au chapitre sur
la conversion d’e´nergie
e´lectromagne´tique
Cette annexe regroupe les diffe´rents calculs qui comple`tent le chapitre 3
mais qui n’y ont pas e´te´ inse´re´s afin d’en faciliter la lecture. Cette annexe
regroupe principalement des de´monstrations et des approfondissements de
calculs qui peuvent eˆtre e´vite´s en premie`re lecture. De plus, ces approfon-
dissements font parfois appel a` des techniques qui ne sont vues que plus loin
dans la re´daction du chapitre 3, c’est pourquoi, il est pre´fe´rable de lire ces
annexes apre`s une lecture comple`te du chapitre 3.
B.1 Tensions induites au rotor et champs cre´e´s par
ce dernier
Cette section regroupe un comple´ment a` la sous section 3.2.1. Le but
est de calculer les tensions induites au rotor d’une machine asynchrone en
fonction des harmoniques de champs cre´e´s par le stator. Une fois, ces ten-
sions induites calcule´es, on essayera de montrer que ces harmoniques de
tensions cre´ent a` leur tour des harmoniques de re´action rotoriques – soit des
phe´nome`nes de troisie`me ordre – qui apparaissent au stator. On montrera
cependant que ces phe´nome`nes sont suffisamment faibles pour eˆtre ne´glige´s.
Ceci permettra dans la suite du chapitre 3, la simplification des sche´mas pour
la re´alisation d’un mode`le tensions-courants pour la machine asynchrone.
B.1.1 Position du proble`me
Dans le cas d’une machine a` double alimentation (machine synchrone ou
a` courant continu), on injecte des courants se´pare´s au rotor et au stator. On
peut donc controˆler inde´pendamment ces deux parame`tres. Puis, a` l’aide de
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la me´thode de´crite dans la section 3.3, nous pouvons connaˆıtre les champs
magne´tiques provenant du stator ou du rotor. La machine asynchrone est
une machine a` simple alimentation, c’est-a`-dire que seul le courant statorique
peut eˆtre controˆle´ directement. Le courant rotorique re´sulte de l’apparition
d’une force e´lectromotrice (ou tension induite) produite par sa variation par
rapport aux bobinages situe´s au rotor du flux statorique traversant l’entrefer.
On ne peut donc controˆler le courant au rotor inde´pendamment de celui du
stator.
Dans un premier temps, nous allons calculer le contenu spectral des
tensions induites au rotor afin de connaˆıtre le contenu spectral des courants
qui circulent dans le rotor. Nous montrerons ensuite, comment ce courant va,
a` son tour, cre´er un champ de force magne´tomotrice dans l’entrefer – et donc
un champ d’induction magne´tique – qui cre´era e´galement des harmoniques
de tension au stator.
B.1.2 Tensions induites au rotor
Pour faire apparaˆıtre une tension induite (force e´lectromotrice) aux bornes
d’un bobinage, il faut faire varier le flux magne´tique qui le traverse. En
conse´quence, si le stator cre´e un champ tournant a` vitesse fixe dans l’en-
trefer (par exemple celle du synchronisme), il faut ne´cessairement que les
bobinages (et donc le rotor) tournent a` une vitesse diffe´rente de ce champ
pour qu’il y ait une variation du flux traversant le bobinage et donc une
force e´lectromotrice induite. Ce mode de fonctionnement est a` l’origine du
nom de la machine e´tudie´e puisque pour fonctionner correctement (fournir
un couple) le rotor sera ne´cessairement asynchrone par rapport au champ
statorique principal.
Dans le cas de notre machine (rotor a` cage), les phases ne pouvant eˆtre
parfaitement de´finies, elles seront remplace´s par Zr mailles e´le´mentaires
constitue´es par deux barres adjacentes et des morceaux de couronnes de
court-circuit qui les relient (il y a donc autant de mailles que de barres au
rotor). Pour connaˆıtre le courant d’une barre, il suffit de faire la somme des
courants des mailles qui incluent cette barre.
Soit un champ tournant e´le´mentaire cre´e´ par le stator :
Bs = Bs(n,m) cos(nωt+ mθ + ϕ(n,m)) (B.1)
Nous allons calculer la tension que ce champ va induire aux bornes de la
maille k. Pour cela, e´crivons Bs sous sa forme exponentielle (cf. annexe A) :
Bs =
Bˆ∗s (n,m)
2
e−j(nωt+mθ) +
Bˆs(n,m)
2
e+j(nωt+mθ) (B.2)
avec Bˆs(n,m) nombre complexe valantBs(n,m)e
jϕ(n,m). Si on de´sire connaˆıtre
le champ cre´e´ en un point M de l’entrefer, on peut exprimer la position de
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ce point dans le repe`re lie´ au stator <0 ou bien dans un repe`re lie´ au rotor
<˜0.
<0 est le repe`re lie´ au
stator : le point M est
repe´re´ par sa position θ.
<˜0 est le repe`re lie´ au ro-
tor, centre´ sur la maille
0 : le point M est repe´re´
par sa position θ˜0.
<˜k est le repe`re lie´
au rotor, centre´ sur la
maille k : le point M
est repe´re´ par sa posi-
tion θ˜k.
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Fig. B.1 – Pre´sentation des diffe´rents repe`res utilise´s pour localiser la posi-
tion d’un point M situe´ au centre de l’entrefer
Si nous de´signons par αy =
2pi
Zr
l’angle entre deux barres rotorique adja-
centes, R0 le rayon moyen d’entrefer, lf la longueur de fer de la machine, on
peut exprimer le flux vu par la maille k comme l’inte´grale de surface dans
le repe`re <˜k :
Φk =
∫ +lf/2
−lf/2
∫ +αy/2
−αy/2
Bs(θ˜k , t)R0dθ˜k dz (B.3)
Soit, en utilisant le changement de repe`re qui permet de passer du repe`re
statique lie´ au stator au repe`re lie´ a` la kieme maille rotorique :
θ = Ωrotor · t + k · 2pi
Zr
+ θ˜k (B.4)
ainsi qu’en utilisant le formalisme exponentiel qui est mieux adapte´ a` l’inte´gration
que les fonctions sinuso¨ıdales :
Φk =
∫ +lf/2
−lf/2
∫ +αy/2
−αy/2
(
Bˆ∗s (n,m)
2
e−j(nωt+m·(Ωrotor ·t+k·
2pi
Zr
+θ˜k))
+
Bˆs(n,m)
2
e+j(nωt+m·(Ωrotor ·t+k·
2pi
Zr
+θ˜k))
)
R0 dθ˜k dz
= lf ·R0 · αy ·
sin(
m·αy
2 )
(
m·αy
2 )
·
(
Bˆ∗s (n,m)
2
e−j(nωt+m·Ωrotor ·t+m·k·
2pi
Zr
)
+
Bˆs(n,m)
2
e+j(nωt+m·Ωrotor ·t+m·k·
2pi
Zr
)
)
(B.5)
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Dans le cas ou` nous utiliserions un rotor dont les encoches seraient incline´es
d’un angle γ, les bornes angulaires seraient lie´es a` la variable z telles que :
Φk =
∫ +lf/2
−lf/2
∫ +αy/2+ γR0 ·z
−αy/2+ γR0 ·z
Bs(θ˜k , t)R0dθ˜k dz (B.6)
ce qui conduit a` la nouvelle solution :
Φk = lf ·R0 · αy ·
sin(
m·αy
2 )
(
m·αy
2 )
· sin(
m·γ·lf
2·R0 )
(
m·γ·lf
2·R0 )
(
Bˆ∗s (n,m)
2
e−j(nωt+m·Ωrotor ·t+m·k·
2pi
Zr
)
+
Bˆs(n,m)
2
e+j(nωt+m·Ωrotor ·t+m·k·
2pi
Zr
)
)
(B.7)
Posons ζαy,m =
sin(
m·αy
2
)
(
m·αy
2
)
qui n’est autre que le coefficient de bobinage d’un
rotor a` cage, ζγ,m =
sin(
m·γ·lf
2·R0 )
(
m·γ·lf
2·R0 )
qui n’est autre que le facteur d’inclinaison des
encoches rotor (skew factor) et de´duisons en la tension induite au bornes de
la maille k du rotor.
er,k = −dΦk
dt
=
1
j2
· lf ·R0 · αy · ζαy,m · ζγ,m ·(
− Bˆ
∗
s (n,m)
2
· j(nω + m · Ωrotor) · e−j(nωt+m·Ωrotor ·t+m·k·
2pi
Zr
)
+
Bˆs(n,m)
2
· j(nω + m · Ωrotor) · e+j(nωt+m·Ωrotor ·t+m·k·
2pi
Zr
)
)
(B.8)
qui prend la forme du terme sinuso¨ıdal :
er,k = lf ·R0 · αy · ζαy,m · ζγ,m ·Bs(n,m) · (nω + m ·Ωrotor) ·
sin((nωt+m · Ωrotor) + ϕ(n,m) + m · k · 2pi
Zr
) (B.9)
L’observation de er,k conduit aux remarques suivantes :
1. les Zr tensions er,k forment un syste`me polyphase´ e´quilibre´ de tensions
2. ce syste`me est en quadrature avec le champ Bs qui lui a donne´ nais-
sance
3. il y a autant d’harmoniques de temps dans ce syste`me qu’il y a d’har-
moniques d’espace dans la re´partition de bobinage du stator : une
harmonique de temps nω du courant statorique induit donc, non pas
une mais des harmoniques de temps de rangs (nω +m · Ωrotor) ou` m
de´signe le rang des harmoniques d’espace du champ statorique (donc
de la re´partition du bobinage statorique)
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Dans le cas d’un stator a` re´partition non sinuso¨ıdale, m prennant plu-
sieurs valeurs, les courants rotoriques seront ine´vitablement plus riches en
harmoniques de temps que le courant statorique ne l’e´tait. Nous remar-
querons finalement que, par re´action d’induit, cette richesse est ensuite re´-
induite au stator via le champ rotorique et ce jusqu’a` cre´er un e´tat d’e´quilibre
final. Ce phe´nome`ne de contre-re´action correspond en fait au phe´nome`ne de
troisie`me ordre qui est pris en compte dans le sche´ma de Alger Fig. 3.2 et
de Chavernoz et Padeloup Fig. 3.3. Ces phe´nome`nes de re´action du ro-
tor sont assez complexes, nous allons montrer dans la sous-section suivante
que les sous-harmoniques de tensions re´-induites au stator sont suffisam-
ment faibles pour eˆtre ne´glige´es sans faire trop d’erreurs et ainsi nous ne
conserverons que le fondamental de ces sous-harmoniques.
B.1.3 Champ de force magne´tomotrice cre´e´ par le rotor
Dans la sous-section pre´ce´dente, nous avons montre´ quel contenu spectral
allaient prendre les tensions induites au rotor. Le comportement e´lectrique
de la machine e´tant suppose´ line´aire (pas de saturation), les courants dans les
diffe´rentes mailles du rotor auront donc les meˆmes composantes spectrales
avec cependant une amplitude et un de´phasage diffe´rents. Le courant dans
la maille k prendra donc la forme suivante :
ir,k = ir(n,m) · sin
(
(nωt +m · Ωrotor) + ϕ(n,m) + m · k · 2pi
Zr
+ ϕer,k→ir,k
)
= − iˆ
∗
r(n,m)
2j
· e−j((nω+m·Ωrotor ·)·t+m·k· 2piZr )
+
iˆr(n,m)
2j
· e+j((nω+m·Ωrotor )·t+m·k· 2piZr ) (B.10)
avec iˆr(n,m) nombre complexe valant ir(n,m) · ej(ϕ(n,m)+ϕer,k→ir,k ) dans le-
quel ϕer,k→ir,k de´finit le de´phasage entre tension induite dans une maille du
rotor er,k et courant qui y circule ir,k.
De meˆme qu’a` la sous-section 3.3.1, nous utilisons la de´finition de la
fonction de re´partition pour chaque maille k du rotor ainsi que le spectre
d’espace associe´ de´fini dans le repe`re <˜k.
La fonction de re´partition pouvant eˆtre de´finie comme le nombre de spires
corrige´ par les coefficients de bobinage associe´s a` chaque rang d’espace ; au
rang m˜ correpondra une re´partition du rotor – et donc un nombre de spires
– de la forme :
rr(θ˜k) = rr(m˜) cos(m˜ · θ˜k + ϕm˜)
=
rˆ∗r(m˜)
2
· e−jm˜·θ˜k + rˆr(m˜)
2
· e+jm˜·θ˜k (B.11)
avec toujours rˆr(m˜) nombre complexe valant rr(n,m) ·ej(ϕm˜). De meˆme que
dans la sous-section 3.3.1, le champ de force magne´tomotrice cre´e´ par une
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Fig. B.2 – re´partition pour une phase d’un rotor a` cage et spectre associe´
phase du rotor (maille k) vaut : fmmr,k(t, θ˜k) =
1
2 · rr(θ˜k) · ir,k dans le
repe`re <˜k (repe`re lie´ au centre de cette maille). Soit en utilisant la notation
exponentielle :
fmmr,k(t, θ˜k) =
1
2
·
(
rˆ∗r(m˜)
2
· e−jm˜·θ˜k + rˆr(m˜)
2
· e+jm˜·θ˜k
)
·(
− iˆ
∗
r(n,m)
2j
· e−j((nω+m·Ωrotor ·)·t+m·k· 2piZr )
+
iˆr(n,m)
2j
· e+j((nω+m·Ωrotor )·t+m·k· 2piZr )
)
(B.12)
Utilisons le changement de variable qui permet de passer de θ˜k a` θ (θ =
Ωrotor · t+ k · 2piZr + θ˜k). Cette substitution permet d’exprimer le champ dans
le repe`re <0 (lie´ au stator et de variable θ).
fmmr,k(t, θ) =
1
2
(
− rˆ
∗
r(m˜)
2
· iˆ
∗
r(n,m)
2j
· e−j(n·ωt+m˜θ+(m−m˜)·Ωrotor ·t+(m−m˜)·k· 2piZr )
+
rˆ∗r(m˜)
2
· iˆr(n,m)
2j
· e+j(n·ωt−m˜θ+(m+m˜)·Ωrotor ·t+(m+m˜)·k· 2piZr )
− rˆr(m˜)
2
· iˆ
∗
r(n,m)
2j
· e−j(n·ωt−m˜θ+(m+m˜)·Ωrotor ·t+(m+m˜)·k· 2piZr )
+
rˆr(m˜)
2
· iˆr(n,m)
2j
· e+j(n·ωt−m˜θ+(m−m˜)·Ωrotor ·t+(m−m˜)·k· 2piZr )
)
(B.13)
De meˆme qu’a` la sous-section 3.3.1, nous pouvons montrer qu’un de´phasage
non nul des termes exponentiels conduit a` un syste`me polyphase´ e´quilibre´
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de force magne´tomotrice, la re´sultante est alors toujours nulle. Inversement,
un de´phasage nul (modulo 2pi) conduit a` Zr termes identiques, la re´sultante
est, dans ce cas, e´gale a` Zr fois le terme duˆ a` une phase. La re´sultante
n’est donc diffe´rente de ze´ro que si (m ± m˜) est un multiple de Zr. En
choisissant arbitrairement dans cette de´monstration m˜ de meˆme signe que
m, seul (m− m˜) multiple de Zr peut cre´er un champ re´sultant.
1. multiplicite´ nulle : (m− m˜) = 0 implique m = m˜
2. multiplicite´ non nulle : (m− m˜) = z0 · Zr, avec z0 ∈ Z∗.
Finalement, ces deux cas sont les seuls qui peuvent conduire a` la cre´ation
d’un champ tournant de force magne´tomotrice par le rotor.
B.1.4 Sous-harmoniques de tensions induites au stator par
le rotor
Dans la sous-section pre´ce´dente, nous avons vu que seuls les cas de mul-
tiplicite´ (m − m˜) = z0 · Zr, avec z0 ∈ Z pouvaient conduire a` la cre´ation
d’un champ tournant par le rotor. C’est donc uniquement ces champs la` qui
peuvent induire des tensions au stator. Chaque z0 correspondra alors a` l’ap-
parition d’un nouveau champ de rang de re´partition m˜ = (m−z0 ·Zr). Dans
le cas d’un rotor bobine´ bien construit, les amplitudes des harmoniques d’es-
pace (spectre de la fonction de re´partition) sont relativement faibles devant
l’amplitude du fondamental. Ainsi la valeur de rr(m˜) pour z0 diffe´rent de
ze´ro est souvent ne´gligeable devant le fondamental correspondant a` z0 = 0.
De meˆme, pour un rotor a` cage dont le spectre de re´partition est repre´sente´
sur la Fig. B.2, les harmoniques de´croient moins rapidement que pour un
rotor bobine´ mais comme le nombre de phases est e´gal au nombre de barres
et que ce dernier est assez e´leve´ (dans notre example Zr = 21), si m˜ est de
l’ordre de multiples du nombre de barre Zr (m˜ = (m− z0 ·Zr)), l’amplitude
rr(m˜) associe´e est suffisamment faible pour eˆtre ne´glige´e. La re´sultante de
force magne´tomotrice cre´e´e par le rotor n’est donc finalement plus qu’un
champ tournant de meˆme forme et tournant a` la meˆme vitesse que le champ
magne´tique d’induction statorique qui lui a donne´ naissance – qui corres-
pond a` m = m˜.
fmmr, total(t, θ) =
1
2
· Zr ·
(
− rˆ
∗
r(m˜)
2
· iˆ
∗
r(n,m)
2j
· e−j(n·ωt+m˜θ)
+
rˆr(m˜)
2
· iˆr(n,m)
2j
· e+j(n·ωt+m˜θ)
)
(B.14)
ce qui donne, en remplac¸ant m˜ par m :
fmmr, total(t, θ) =
1
2
· Zr
2
· rr(m) · ir(n,m) ·
sin(n · ωt +mθ + ϕm˜=m + ϕ(n,m) + ϕer,k→ir,k ) (B.15)
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Pour obtenir le champ d’induction magne´tique Br cre´e´ par le rotor, il suf-
fit de se reporter a` la section 3.3 et d’utiliser la fonction de conduction
magne´tique de´finie pour le stator. Dans le repe`re fixe <0, la position dans
l’entrefer est de´finie de manie`re unique par les variables (t, θ), la distance
d’entrefer – ou son inverse, la conduction magne´tique – a` appliquer pour
passer des champs de force magne´tomotrice fmmr et fmms aux densite´s
d’induction magne´tique Br et Br est donc identique que ce soit pour le sta-
tor ou le rotor pourvu que ces deux champs de force magne´tomotrice soient
exprime´s dans le meˆme repe`re <0.
En conclusion, nous pouvons dire que si, seules les harmoniques de
force magne´tomotrice d’importance cre´e´es par le rotor sont celles telles que
m = m˜, c’est a` dire, de meˆmes rangs que les harmoniques de stator qui
leur ont donne´ naissance. Ainsi, comme il en est de meˆme pour le champ
magne´tique et le flux cre´e´ par le rotor, cela signifie qu’il est parfaitement
raisonnable de ne´gliger les sous harmoniques de tensions induites par le rotor
au stator. Cela correspond a` ne´gliger les phe´nome`nes de troisie`me ordre et
il est finalement le´gitime de ne retenir qu’un sche´ma semi-complet dans la
sous section 3.2.1 au lieu d’un sche´ma complet.
B.2 Calcul des e´le´ments du sche´ma e´quivalent
Cette section explique les techniques utilise´es pour de´terminer tous les
e´le´ments pre´sents dans le sche´ma e´quivalent utilise´ dans la sous section 3.2.2.
B.2.1 Rappel du sche´ma
Le sche´ma utilise´ est base´ sur un sche´ma semi complet pour chaque
harmonique de temps. Les sous harmoniques de tension re´-induites au stator
sont ne´glige´es (cf. annexe B.1). Cette repre´sentation conduit a` l’empilage de
sche´mas repre´sente´ sur la Fig. B.3.
B.2.2 Calcul des re´sistances
Le calcul des re´sistancesRs etRr se fera de manie`re classique, c’est-a`-dire
en de´terminant la longueur totale d’un enroulement puis, en connaissant la
section et la re´sistivite´ des mate´riaux utilise´s, a` calculer la re´sistance globale.
Pour le rotor a` cage, on remarquera qu’un enroulement correspond a`
deux barres adjacentes plus les morceaux de couronnes de court-circuit qui
les relient (cf. Fig. B.4).
Dans nos mode`les, nous avons tenu compte de l’e´volution de re´sistivite´
en fonction de la tempe´rature. Nous avons e´galement tenu compte de l’effet
pelliculaire – de peau –, car si cet effet est souvent ne´gligeable pour les basses
fre´quences, il n’en est pas de meˆme pour les hautes fre´quences et notamment
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Fig. B.3 – empilage de sche´mas semi-complets repre´sentant le fonctionne-
ment d’une machine asynchrone alimente´e par une source de tension riche
en harmoniques de temps – chaque couche correspond au fonctionnement
pour un seul harmonique de temps niω
Jk
Jk+1
Jk-1
J  - Jk k+1
Fig. B.4 – de´finition d’une phase d’un rotor a` cage
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celles lie´es aux harmoniques. Les coefficients de correction ont e´te´ tire´s de
l’ouvrage de M. Liwschitz [Liwschitz67] en fonction de la ge´ome´trie des
encoches.
B.2.3 Calcul des inductances de fuites
Les inductances de fuites Lσs et Lσr caracte´risent les fuites magne´tiques.
Ces fuites correspondent aux lignes de champs qui se referment autour d’un
bobinage sans traverser l’entrefer. Ces fuites sont parfois appele´es dispersion
d’encoche. Le calcul exact de ces fuites est extreˆmement complexe mais peut
eˆtre approche´ par des formules empiriques d’assez bonne pre´cision si l’on
connaˆıt la ge´ome´trie exacte de l’encoche. Pour leurs de´terminations, nous
nous sommes e´galement reporte´s a` l’ouvrage de M. Liwschitz [Liwschitz67]
dans lequel ce phe´nome`ne est traite´ de manie`re tre`s pre´cise.
B.2.4 Rapports de transformation : rapport du nombre de
spires entre rotor et stator
Les deux sous-sections pre´ce´dentes permettent de calculer la re´sistance
et l’inductance de fuite au rotor mais ces deux valeurs physiques doivent
eˆtre ramene´es au primaire du sche´ma e´quivalent pour eˆtre utilise´es. Ceci se
fait par l’interme´diaire du rapport de nombre de spires entre primaire et
secondaire. Par utilisation de la fonction de re´partition dans le chapitre 3,
nous avons montre´ que notre fonction de re´partition e´tait e´quivalente a`
un nombre de spires corrige´ par les coefficients de bobinage pour chaque
rang d’espace. Ainsi a` un rang d’espace m – donc a` une inductance de
magne´tisation et a` son sche´ma rotorique associe´ – correspondent le nombre
de spires Ns ·ζs = rs(m) et Nr ·ζr = rr(m). Il faut e´galement remarquer que
les nombres de phases du stator et du rotor sont diffe´rents puisque d’un coˆte´,
nous avons un stator bobine´ et de l’autre, un rotor a` cage. Le calcul de la
force magne´tomotrice pour un stator ou un rotor montre la proportionnalite´
entre nombre de phases et amplitude du champ d’entrefer cre´e´ (cf. 3.3.1),
nous devons par conse´quent tenir compte du rapport de nombre de phases
dans le rapport de transformation. Finalement nous obtenons :
Rapport de transformation du sous-
sche´ma de rang d’espace m
= mt(m) =
Zs · rˆs(m)
Zr · rˆr(m) (B.16)
B.2.5 Calcul des inductances de magne´tisation
Nous allons, dans un premier temps, exposer les formules classiques de
calculs de l’inductance de magne´tisation fondamentale, puis nous essayerons
de trouver une formulation ge´ne´ralise´e qui permette de tenir compte des
harmoniques et ainsi de de´terminer toutes les valeurs des inductances de
magne´tisation du sche´ma de la Fig B.3.
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Formules classiques pour le fondamental
Dans le cas d’un sche´ma classique, l’inductance de magne´tisation ra-
mene´e au primaire Lµ est le rapport du flux d’entrefer sur un des courants
statoriques. Pour une machine triphase´e, on peut utiliser la formulation tire´e
de la litte´rature [Derouane95] [Chatelain83] :
Lµ =
3
2
· 16 · 10
−7
pi
·
pi·R0
p0
· lf
p0 · kc · δr · (Ns · ζ)
2 (B.17)
E´crivons cette inductance avec les diffe´rents parame`tres que nous avons uti-
lise´s dans cette e´tude. Nous remplac¸ons 3 par le nombre de phases Zs, nous
faisons apparaˆıtre µ0 = 4pi · 10−7 et nous remplac¸ons kc · δr par la va-
leur moyenne de la distance de circulation dans l’entrefer δ0 (inverse de la
conduction magne´tique moyenne λ0).
Lµ =
Zs
2
·
4·µ0
pi
pi
·
pi·R0
p0
· lf
p0 · δ0 · (Ns · ζ)
2
=
Zs · µ0 · pi ·R0 · lf
8 · δ0 · (
4
pi
· ζ · Ns
p0
)2 (B.18)
A` l’aide d’une me´thode que nous avons de´veloppe´e, nous allons mainte-
nant calculer l’inductance de magne´tisation dans le cas ge´ne´ral – en tenant
compte de tous les harmoniques de temps et d’espace – et nous montrerons
que dans le cas du champ fondamental (m = p0), notre calcul se rame`ne a` la
formulation de l’inductance de magne´tisation dans le cas classique ci-dessus.
En e´tudiant les travaux de B. Heller et V. Hamata [HellerHamata77],
nous avons de´cide´ de calculer l’inductance de magne´tisation a` partir d’une
formulation e´nerge´tique du champ dans l’entrefer. En effet, nous avons d’une
part l’e´nergie magne´tique dans l’entreferW qui peut eˆtre de´finie a` partir de
l’inductance de magne´tisation et d’autre part cette meˆme e´nergie peut eˆtre
connue a` partir des diffe´rents champs dans l’entrefer.
Expression de l’e´nergie a` partir de Lµ
Nous savons que l’e´nergie magne´tique stocke´e dans une bobine peut eˆtre
de´finie par :
W = 1
2
· Zs · Lµ · (valeur eff. de i(t))2 (B.19)
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soit, avec i(t) =
∑
n in cos(nωt + ϕn) et in =
√
2 · in,RMS
W =1
2
· Zs · Lµ ·
∑
n
(in,RMS)
2
=
1
2
· Zs · Lµ ·
∑
n
(
in√
2
)2
=
1
4
· Zs · Lµ ·
∑
n
(in)
2 (B.20)
On peut e´galement utiliser la notation exponentielle de´crite dans l’an-
nexe A et la notation vectorielle de la section 3.3 pour une repre´sentation
plus synthe´tique dans le cas d’un courant i(t) pe´riodique mais non sinuso¨ıdal :
{ˆik} =

iˆ∗n
2 e
−jnk 2pi
Z
...
iˆ∗1
2 e
−jk 2pi
Z
iˆ1
2 e
+jk 2pi
Z
...
iˆn
2 e
+jnk 2pi
Z

vecteur spectre de courant de la
phase k
(B.21)
base({ˆi}) =

e−jnωt
...
e−jωt
e+jωt
...
e+jnωt

base dans laquelle est exprime´e le
vecteur spectre de courant de la
phase k : ik(t) = {ˆik}T · base({ˆi})
(B.22)
ce qui revient a` e´crire l’e´nergie comme :
W = Zs · Lµ · {ˆik}∗T · {ˆik} (B.23)
Expression de l’e´nergie a` partir du champ magne´tique H
En accord avec l’annexe B.3, nous savons que l’e´nergie e´lectromagne´tique
dans l’entrefer W se de´finie par :
W = 1
2
·
∫ ∫ ∫
V
H ·B dV
=
lf ·R0 · δ0
2
·
∫ 2pi
0
µ0 ·H2 dθ (B.24)
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En utilisant tout le travail qui a e´te´ re´alise´ dans le chapitre 3, nous pouvons
re´e´crire H comme une superposition de champs tournants et ainsi calculer
cette inte´grale volumique.
W = lf ·R0 · δ0 · µ0
2
·
∫ 2pi
0
(
Zs
2 · δ0 ·
∑
n
∑
m
(
+
rˆ∗(m)
2
· iˆ
∗(n)
2
· e−j(nωt+mθ)
+
rˆ(m)
2
· iˆ(n)
2
· e+j(nωt+mθ)
) )2
dθ (B.25)
ce qui peut se simplifier en utilisant les proprie´te´s d’orthogonalite´s et le
the´ore`me de Parseval en :
W = lf ·R0 · µ0 ·Z
2
s · pi
32 · δ0 ·
∑
n
i2n ·
∑
m
r2m (B.26)
En utilisant les notations exponentielles et vectorielles de´finies pre´ce´demment
pour i(t) et celle pour r(θ) de´finies ci-dessous :
{rˆk} =

rˆ∗m
2 e
−jmk 2pi
p0Z
...
rˆ∗1
2 e
−jk 2pi
p0Z
rˆ1
2 e
+jk 2pi
p0Z
...
rˆm
2 e
+jmk 2pi
p0Z

vecteur spectre de re´partition de la
phase k
(B.27)
base({rˆ}) =

e−jmθ
...
e−jθ
e+jθ
...
e+jmθ

base dans laquelle est exprime´e le
vecteur spectre de re´partition de la
phase k : rk(θ) = {rˆk}T · base({rˆ})
(B.28)
Nous remarquons que
∑
n i
2
n = 4 · {ˆik}∗T · {ˆik} et que
∑
m r
2
m = 4 · {rˆk}∗T ·
{rˆk}, on peut ainsi e´crire l’expression de l’e´nergie comme :
W = lf ·R0 · µ0 · Z
2
s · pi
32 · δ0 · 4 · {ˆik}
∗T · {ˆik} · 4 · {rˆk}∗T · {rˆk}
=
lf ·R0 · µ0 · Z2s · pi
2 · δ0 · {ˆik}
∗T · {ˆik} · {rˆk}∗T · {rˆk} (B.29)
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Comparaison entre les deux expressions de l’e´nergie
Comparons alors les deux expressions de l’e´nergieW trouve´es pre´ce´demment :
1. calcule´e a` partir de l’inductance :
W = Zs ·Lµ · {ˆik}∗T · {ˆik} (B.30)
2. calcule´e a` partir du champ H :
W = lf ·R0 · µ0 ·Z
2
s · pi
2 · δ0 · {ˆik}
∗T · {ˆik} · {rˆk}∗T · {rˆk} (B.31)
Par identification, nous trouvons finalement que :
Lµ =
lf ·R0 · µ0 · Zs · pi
2 · δ0 · {rˆk}
∗T · {rˆk} (B.32)
De l’e´quation B.32, nous remarquons que Lµ peut eˆtre de´compose´e en
une somme d’inductances e´le´mentairesLµ(m) associe´es a` chacun des champs
tournants de rang d’espace m : Lµ =
∑
m Lµ(m), avec Lµ(m) de´finie comme
lf ·R0·µ0·Zs·pi
2·δ0 · (
r(m)
2 )
2 =
lf ·R0·µ0·Zs·pi
8·δ0 · (r(m))2.
En comparant avec l’expression de l’e´quation (B.18), pour un bobinage
a` p0 paires de poˆles, nous obtenons pour le fondamental (m = p0), r(p0) =
4
pi · ζ · Nsp0 , qui correspond bien a` la valeur du nombre de spires corrige´ dans
la de´finition de la force magne´tomotrice fondamentale d’un tel bobinage
(cf. par exemple [SeguierNotelet96]). Nous confirmons ainsi que notre
fonction r(m) est bien e´quivalente au nombre de spires Ns corrige´ par les
coefficients de bobinage qui tiennent compte de la re´partition discre`te des
encoches et du type de bobinage.
On peut e´galement souligner, qu’avec notre approche, on calcule aise-
ment l’inductance diffe´rentielle par Ldiff =
∑
m,m6=p0 Lµ(m).
Finalement, nous sommes capables de calculer tous les e´le´ments du
sche´ma e´quivalent et ce quels que soient les rangs d’espace m et de temps
n associe´s a` ces composants. Le paragraphe pre´ce´dent a meˆme permis de
rede´montrer que notre spectre de fonction de re´partition de´fini a` partir d’une
Transforme´e de Fourier Discre`te ({rˆ}) correspondait bien a` l’e´quivalent du
nombre de spires corrige´ par les coefficients de bobinages en fonction du
rang des harmoniques d’espace. On peut donc indiffe´remment utiliser la
me´thode des coefficients de bobinage ou bien celle de´veloppe´e dans ces tra-
vaux pour le calcul de la force magne´tomotrice. Cette dernie`re est cependant
plus syste´matique, est facilement informatisable et s’adapte a` tous les bobi-
nages, meˆme aux plus complexes (pas raccourcis et fractionnaires).
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B.3 Formulation des couples
Cette section traite de la de´termination des couples cre´e´s par une ma-
chine e´lectrique et plus particulie`rement, nous nous inte´resserons au cas
particulier ou` les champs statoriques et rotoriques peuvent eˆtre de´finis sous
la forme de champs tournants harmoniques.
B.3.1 Formulation ge´ne´rale
Nous pouvons de´terminer le couple cre´e´ dans l’entrefer d’une machine
en utilisant le the´ore`me des Travaux Virtuels qui peut s’e´noncer ainsi 1 :
The´ore`me B.3.1 (Travaux Virtuels) La variation d’e´nergie e´lectromag-
ne´tique duˆe a` la variation virtuelle de position du rotor est e´gale a` l’oppose´
du couple cre´e´ par la machine.
ce qui se traduit mathe´matiquement par :
C = −∂W
∂Θ
(B.33)
ou` W correspond a` l’e´nergie e´lectromagne´tique dans l’entrefer et Θ corres-
pond a` un de´placement angulaire virtuel du rotor. On sait par ailleurs que
cette e´nergie correspond a` une inte´gale volumique dans l’entrefer du champ
magne´tique et de la densite´ de flux magne´tique :
W = 1
2
·
∫ ∫ ∫
V
H ·B dV (B.34)
B.3.2 Application au cas particulier des champs tournants
Dans les sections pre´ce´dentes, nous avons tente´ de formuler les diffe´rents
champs magne´tiques comme la superposition de champs tournants harmo-
niques. Ces champs sont soit cre´e´s par le stator, soit par le rotor. E´tudions la
forme que prendrait le couple dans le cas particulier ou` le champ statorique
et le champ rotorique sont exprimables sous la forme de champs tournants
harmoniques. Ce calcul va nous permettre de le´gitimer l’utilisation et l’utilite´
de la repre´sentation en champs tournants pour de´crire les diffe´rents champs
d’entrefer.
Soient les champs e´le´mentaires statoriques et rotoriques qui peuvent eˆtre
exprime´s sous la forme suivante :
Hs(t, θ) = Hˆs(ns, ms) · sin(nsωt+ msθ) (B.35)
Hr(t, θ) = Hˆr(nr, mr) · sin(nrωt+ mr(θ − ϕrs))
1cf. B. Heller et V. Hamata [HellerHamata77] ou` bien J. Chatelain
[Chatelain83]
168 ANNEXE B. COMPLE´MENTS D’E´LECTROMECANIQUE
En e´tudiant C = −∂W∂Θ , on remarque tout d’abord qu’un de´placement
virtuel du rotor suivant la variable angulaire revient, pour le rotor, a` une
variation suivant l’angle ϕrs. Cette variation virtuelle revient donc a` de´river
par rapport a` ce de´phasage. On remarque ensuite que le champ stato-
rique ne de´pend pas de cette variable ϕrs, sa variation virtuelle sera donc
ne´cessairement nulle. De`s lors, nous pouvons e´crire le couple comme :
C = −µ0
2
·
∫ +lf/2
−lf/2
∫ R0+δr/2
R0−δr/2
∫ 2pi
0
(Hs + Hr) · ∂Hr
∂ϕrs
rdθ dr dz (B.36)
L’entrefer e´tant suffisamment faible et la machine suffisamment longue, on
peut conside´rer que le champ d’entrefer ne de´pend ni de z ni de r, le champ
ne de´pend plus que de θ2.
C = −µ0
2
·
∫ +lf/2
−lf/2
dz ·
∫ R0+δr/2
R0−δr/2
rdr ·
∫ 2pi
0
(Hs + Hr) · ∂Hr
∂ϕrs
dθ
= −µ0
2
· lf ·R0 · δr ·
∫ 2pi
0
(Hs +Hr) · ∂Hr
∂ϕrs
dθ (B.37)
Dans les calculs, nous utilisons la notation exponentielle car elle est tre`s bien
adapte´e a` la combinaison – multiplication – de fonctions trigonome´triques.
Hs(t, θ) =− Hˆ
∗
s (ns, ms)
2j
· e−j(ns ·ωt+ms·θ)
+
Hˆs(ns, ms)
2j
· e+j(ns ·ωt+ms·θ) (B.38)
Hr(t, θ) =− Hˆ
∗
r (nr, mr)
2j
· e−j(nr ·ωt+mr ·θ−mr ·ϕrs)
+
Hˆr(nr, mr)
2j
· e+j(nr ·ωt+mr ·θ−mr ·ϕrs) (B.39)
Le de´placement suivant Θ revient a` un de´placement suivant ϕrs pour le
champ rotorique, nous obtenons donc :
∂Hr
∂Θ
=
∂Hr
∂ϕrs
= − Hˆ
∗
r (nr, mr)
2j
· (j ·mr) · e−j(nr ·ωt+mr ·θ−mr ·ϕrs)
+
Hˆr(nr, mr)
2j
· (−j ·mr) · e+j(nr ·ωt+mr ·θ−mr ·ϕrs)
= − Hˆ
∗
r (nr, mr)
2
·mr · e−j(nr ·ωt+mr ·θ−mr ·ϕrs)
− Hˆr(nr, mr)
2
·mr · e+j(nr ·ωt+mr ·θ−mr ·ϕrs) (B.40)
2Cette hypothe`se s’entend, bien entendu, dans le cas d’un rotor a` encoches non incline´es
sinon le champ rotorique de´pendra forcement de z. Dans le cas d’un entrefer important
et en tenant compte de la variation du champ suivant r, l’inte´gration analytique fera
apparaˆıtre des fonctions de Bessel qui rendent l’inte´gration de´licate.
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Le calcul complet de l’inte´grale donne huit termes exponentiels qui en les
combinant deux a` deux redonnent les fonctions trigonome´triques suivantes :
C = +
µ0
2
· lf ·R0 · δr ·
∫ 2pi
0
(
+
Hs ·Hr
2
·mr · sin
(
(ns + nr) · ωt+ (ms +mr) · θ −mr · ϕrs
)
+
Hs ·Hr
2
·mr · sin
(
(ns − nr) · ωt+ (ms −mr) · θ + mr · ϕrs
)
+
Hr ·Hr
2
·mr · sin
(
2 · nr · ωt+ 2 ·mr · θ − 2 ·mr · ϕrs
))
dθ
(B.41)
L’inte´grale d’une fonction trigonome´trique entre ze´ro et 2pi est force´ment
nulle puisqu’une telle fonction est pe´riodique de pe´riode 2pi. L’unique moyen
pour que cette inte´grale soit diffe´rente de ze´ro est que la fonction trigo-
nome´trique ne de´pende plus de la variable θ (elle peut toutefois de´pendre
de t). Pour satisfaire cette condition, deux cas sont a` distinguer :
1. mr = ms = 0 : ce qui est impossible puisque l’on sait qu’une machine
asynchrone ne cre´e pas de champ homopolaire (m = 0). Un tel champ
n’aurait, en effet, d’autre alternative que de se refermer sur les paliers
de la machine pour satisfaire la conservation du flux. Sa distance de
circulation tre`s importante limiterait conside´rablement son amplitude
2. mr ±ms = 0 : ce cas reste donc le cas unique a` l’origine des couples
cre´e´s par la machine asynchrone
L’expression du couple prend alors la forme suivante :
C =
µ0
2
· lf ·R0 · δr · 2pi · Hˆs(ns, m) · Hˆr(nr, m)
2
·m ·
sin
(
(ns ± nr)ωt+ (ms ±mr)∓ ϕrs)
=
µ0
2
· lf ·R0 · δr · 2pi · Hˆs(ns, m) · Hˆr(nr, m)
2
·m ·
sin((ns ± nr)ωt∓ ϕrs) (B.42)
En analysant l’e´quation (B.42), nous remarquons que si ns = ±nr, nous
avons cre´ation d’un couple moyen constant non nul et tous les autres cas
conduisent a` la cre´ation de couples sinuso¨ıdaux, donc a` moyenne nulle qu’on
appelle couples pulsants.
Finalement, nous constatons que l’utilisation des champs rotoriques et
statoriques sous forme de champs tournants harmoniques conduit a` une for-
mulation tre`s pratique des couples. Nous pouvons de´terminer de manie`re
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simple les pulsations de couples et savoir quels champs magne´tiques mo-
difier pour re´duire ces pulsations et s’approcher ainsi le plus possible d’un
couple constant.
B.4 Forces et Tenseur de Maxwell
Cette section s’inte´resse a` la de´termination des densite´s d’efforts cre´e´es
par un champ magne´tique, a` la de´finition des diffe´rents outils permettant
de les calculer et notamment de la notion de tenseur de Maxwell (Maxwell
Stress Tensor)3.
B.4.1 De´finition du tenseur de Maxwell
Deux approches inverses sont ge´ne´ralement adopte´es, soit la force d’ori-
gine magne´tique est de´finie a` partir du champ de densite´ de flux B, soit
inversement, c’est cette densite´ de flux qui est de´finie a` partir de la force qui
est cre´e´e. Dans les deux cas, la relation qui lie force exerce´e sur une charge
libre q de vitesse ~v et champs de densite´ de flux ~B est la de´finition de la
force de Lorentz 4.
~F = q~v × ~B (B.43)
La densite´ de force par unite´ de volume ~f est alors de´finie en utilisant la
notion de densite´ de courant ~J .
~f = ~J × ~B (B.44)
Ces diffe´rentes grandeurs sont bien suˆr de´finies en moyenne, c’est-a`-dire a`
l’e´chelle macroscopique et non microscopique. Quand le mate´riau est ho-
moge`ne et a une perme´abilite´ constante (B = µH), en utilisant la loi
d’ampe`re en re´gime quasi-statique (∇ × ~H = ~J), la densite´ d’effort peut
eˆtre e´crite comme5 :
f = µ(∇×H)×H (B.45)
Ceci est une identite´ vectorielle qui peut eˆtre e´crite comme suit :
f = µ(H · ∇)H− µ
2
∇(H ·H) (B.46)
3pour de plus amples renseignements, le lecteur pourra se reporter a` l’excellent ouvrage
de H.H. Woodson et J.R. Melcher [WoodsonMelcher68]
4dans cette expression, nous ne tenons ni compte des forces magne´tostrictives exerce´es
sur le mate´riau ferromagne´tique, ni des forces d’origines e´lectro-statiques
5dans la suite de la section, pour des raisons de commodite´ d’e´criture et de lisibilite´,
on supprimera les fle`ches sur les vecteurs et on les notera en gras, les composantes des
diffe´rents vecteurs seront reconnaissables a` leurs indices
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En utilisant la convention de sommation sur les indices re´pe´te´s – dite nota-
tion de Einstein – qui simplifie les e´critures suivantes :{
∇ ·H = ∂Hn∂xn = ∂H1∂x1 + ∂H2∂x2 + ∂H3∂x3
H · ∇ = Hn ∂∂xn = H1 ∂∂x1 +H2 ∂∂x2 + H3 ∂∂x3
(B.47)
et la fonction de Kronecker delta δmn de´finie comme :
δmn =
{
1, quand m = n ;
0, sinon.
(B.48)
On e´crit l’e´quation (B.46) pour la mieme composante de la densite´ d’effort
f :
fm = µHn
∂Hm
∂xn
− µ
2
∂
∂xm
(HkHk) (B.49)
et en utilisant la proprie´te´ du delta de Kronecker, nous obtenons :
fm =
∂
∂xn
(µHnHm − µ
2
δmnHkHk)−Hm∂µHn
∂xn
(B.50)
Le terme de droite est nul en respectant la loi de conservation du flux
magne´tique :
Hm
∂µHm
∂xn
= Hm(∇ · µH) = Hm(∇ ·B) = 0 (B.51)
On peut finalement e´crire :
fm =
∂Tmn
∂xn
(B.52)
avec Tmn appele´ tenseur de Maxwell (Maxwell stress tensor) de´fini comme :
Tmn = µHnHm − µ
2
δmnHkHk (B.53)
Ce tenseur est syme´trique (Tmn = Tnm) et nous pouvons voir que la connais-
sance de H – ou de B – en un point de l’espace, nous permet de de´finir par-
faitement ce tenseur. Ainsi, la force d’origine magne´tique peut eˆtre de´finie
a` l’aide de ce tenseur de Maxwell pour la mieme composante :
Fm =
∫
V
fm dV =
∫
V
∂Tmn
∂xn
dV (B.54)
On voit e´galement que par utilisation du the´ore`me de la divergence nous
obtenons, en de´finissant nn la n
ieme composante du vecteur normal a` la
surface S :
Fm =
∮
S
Tmn · nn da (B.55)
On voit finalement qu’on est capable de calculer la force totale applique´e a`
un volume V en connaissant uniquement le champ sur une surface da qui
entoure ce volume.
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B.4.2 Discussion sur l’utilisation du tenseur de Maxwell
On a vu dans l’e´quation (B.55) que Tmn a les dimensions d’un effort
par unite´ de surface. Il est alors tentant de de´finir le tenseur de Maxwell
comme la force par unite´ de surface applique´e sur notre mate´riau magne´tique.
Ceci est faux en toute rigueur, seule l’inte´gration sur toute la surface a une
le´gitimite´ physique. Ainsi des travaux tel que [Reyne87] ou bien encore
[MedeirosReyneMeunier97] ont notamment montre´ la diffe´rence dans
la re´partition surfacique d’effort suivant le type de repre´sentation utilise´e :
tenseur de Maxwell, courants e´quivalents, travaux virtuels. . . On notera
e´galement que le tenseur de Maxwell est de´fini a` une constante pre`s,
c’est-a`-dire qu’en ajoutant une fonction bien choisie a` Tmn, on peut avoir
une re´partition surfacique d’effort totalement diffe´rente et ne´anmoins le
meˆme effort global F apre`s inte´gration de l’e´quation (B.55). Cependant, ces
diffe´rences concernent surtout les mate´riaux ferromagne´tiques durs, c’est-a`-
dire de type aimants permanents. Ainsi, dans certaines conditions – faible
saturation, mate´riau ferromagne´tique faible. . . –, on peut tout de meˆme
conside´rer ce tenseur comme approchant suffisament bien la densite´ sur-
facique re´elle d’effort pour eˆtre utilise´e comme telle (cf. [Lefe`vre88] ou
[BelahcenArkkio00]). C’est pourquoi, il est courant d’utiliser ce tenseur
comme la densite´ surfacique d’effort re´elle et ainsi avoir une formulation
qui pourra eˆtre utilise´e par la suite pour connaˆıtre la re´ponse dynamique –
vibratoire – de la structure [Lefe`vre97] [BelmansHameyer98].
Partant de ces hypothe`ses, nous conside´rerons le tenseur de Maxwell
comme suffisament proche de la densite´ surfacique d’effort pour eˆtre uti-
lise´ dans nos mode`les. Ainsi, en nous inte´ressant a` la composante radiale
de l’effort applique´e sur le stator d’une machine e´lectrique, l’expression de
l’e´quation (B.53) peut se simplifier en :
fradial ≈ Tradial = B
2
radial
2µ0
(B.56)
qui est souvent appele´e, dans la litte´rature, la force de Maxwell ou Maxwel-
lienne.
Annexe C
Comple´ments de me´canique
vibratoire
Cette annexe regroupe quelques calculs qui comple`tent le chapitre 4.
Nous allons tout d’abord traiter analytiquement les vibrations transversales
d’une poutre continue puis nous traiterons le comportement vibratoire d’un
anneau mince continu.
C.1 Comportement vibratoire d’une poutre en vi-
brations transversales
On conside`re la meˆme poutre qu’a` la section 4.1 de´finie sur la Fig. C.1
Ce paragraphe reprendra la meˆme structure que la section 4.1 en simplifiant
Fig. C.1 – barre en flexion
les notions qui ont e´te´ explique´e et en de´veloppant des nouvelles. Dans un
premier temps, nous utiliserons le mode`le de poutre d’Euler qui lie la cour-
bure au moment de flexion ainsi que l’hypothe`se de Bernoulli consistant a`
ne´gliger la de´formation en cisaillement. On verra par la suite un mode`le plus
pre´cis de poutre qui tient compte de l’inertie de rotation et de la de´formation
de cisaillement1.
1ce mode`le plus complet est connu sous le nom de poutre de Timoshenko
173
174 ANNEXE C. COMPLE´MENT DE VIBRATIONS
C.1.1 Approche classique : e´quilibre des forces et the´ore`me
de d’Alembert
Les hypothe`ses cine´matiques sont les suivantes :
1. les de´placements sont limite´s aux de´placements dans le plan (Oxy)
2. la section droite de la poutre est inde´formable
3. la composante axiale de de´placement provient uniquement de la ro-
tation de la section droite et cette rotation est telle que les sections
droites restent orthogonales a` la fibre neutre :
u(x, y) = −y · ∂v
∂x
(C.1)
avec v le de´placement suivant y
4. les de´formations de cisaillement sont ne´glige´es :
εxy =
1
2
·
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)
≡ 0 (C.2)
Toutes ces hypothe`ses correspondent aux hypothe`ses de Bernoulli) qui
sont repre´sente´es sur la Fig. C.2
Fig. C.2 – hypothe`se de Bernoulli pour la flexion d’une poutre
Nous avons un e´le´ment de poutre soumis aux efforts repre´sente´s Fig. C.3,
ou` M repre´sente le moment de flexion et T l’effort de cisaillement (effort
tranchant). La condition d’e´quilibre dynamique pour les forces suivant la
direction y donne :
T −
(
T +
∂T
∂x
dx
)
− ρ ·A · dx∂
2 v
∂t2
= 0 (C.3)
La condition d’e´quilibre pour les moment donne, si nous ne´gligeont l’inertie
de rotation de l’e´le´ment dx :
−T · dx− ∂M
∂x
dx ≈ 0 (C.4)
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Fig. C.3 – e´le´ment de poutre soumis a` des efforts de flexion
La the´orie de flexion e´le´mentaire dans le cas de la poutre d’Euler-
Bernoulli forme l’hypothe`se que la courbure est proportionnelle au mo-
ment fle´chissant :
M = E · IGz · ∂
2 v
∂x2
(C.5)
IGz =
∫
A y
2 dA est le moment quadratique de la section – encore appele´
moment de flexion –, E · IGz la rigidite´ de flexion et ∂2 v∂x2 la courbure.
La combinaison de ces trois e´quations donne finalement :
∂2
∂x2
(
E · IGz · ∂
2v
∂x2
)
· dx = −ρ ·A · dx · ∂
2 v
∂t2
(C.6)
Pour notre poutre prismatique, la rigite´ de flexion ne de´pend pas de x, on
peut e´crire l’e´quation (C.6) sous la forme :
∂4 v
∂x4
= − 1
a2
· ∂
2 v
∂t2
(C.7)
ou` a vaut maintenant
√
E·IGz
ρ·A . Le degre´ en temps de l’e´quation diffe´rentielle
est deux, il faut donc deux conditions initiales. De meˆme le de´gre´ en espace
e´tant quatre, il faudra spe´cifier quatre conditions aux limites qui peuvent
eˆtre les suivantes :
1. libre :
(a) moment de flexion nul : ∂
2 v
∂x2
= 0
(b) effort de cisaillement nul : ∂
3 v
∂x3
= 0
2. simplement supporte´ (pose´) :
(a) de´placement nul : v = 0
(b) moment de flexion nul : ∂
2 v
∂x2
= 0
3. fixe´ :
(a) de´placement nul : v = 0
(b) de´formation nulle : ∂ v∂x = 0
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C.1.2 Approche e´nerge´tique : e´nergie cine´tique, potentielle,
Principe de Hamilton et E´quation de Lagrange
Dans le cas d’une barre en flexion, l’e´nergie de de´formation est de´finie
par :
V =1
2
·
∫
A
∫ l
0
E · y2 ·
(
∂ v
∂x
)2
dx dA
=
1
2
·
∫ l
0
E · IGz ·
(
∂2 v
∂x2
)2
dx (C.8)
L’e´nergie cine´tique est de´finie en ne´gligeant l’e´nergie cine´tique de rotation
des sections droites. Nous obtenons :
T =1
2
·
∫
A
∫ l
0
ρ ·
(
∂ v
∂t
)2
dx dA
=
1
2
·
∫ l
0
ρ ·A ·
(
∂ v
∂t
)2
dx (C.9)
On applique encore les e´quations de Lagrange ou bien le Principe de Ha-
milton, on trouve finalement la meˆme e´quation qu’avec un calcul classique,
soit :
ρ ·A∂
2 v
∂t2
+
∂2
∂x2
(
E · IGz · ∂
2 v
∂x2
)
= 0 (C.10)
qu’il faut de nouveau comple´ter par des conditions aux limites et initiales
ade´quates.
C.1.3 Modes et fre´quences propres de la poutre en vibration
transversale
Etudions le cas ou` la rigidite´ de flexion E · IGz et la masse par unite´ de
longueur restent constantes sur la longueur de la poutre (section constante).
Pour trouver l’e´quation des fre´quences, on conside`re toujours que la poutre
vibre sur un de ses modes principaux et que le de´placement varie harmoni-
quement avec le temps. On effectue une se´paration des variables x et t :
v(x, t) = V (x) · (A · cos(ωt) +B · sin(ωt)) (C.11)
On obtient alors, pour V (x), une e´quation d’ordre quatre de la forme :
∂4 V (x)
∂x4
−
(ω
a
)2 · V (x) = 0 (C.12)
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On pose ge´ne´ralement
(
ω
a
)2
= k4, et on trouve que la solution d’une telle
e´quation est la combinaison line´aire de fonctions exponentielles complexes.
Ces fonctions exponentielles peuvent aussi eˆtre repre´sente´es par des fonctions
harmoniques (sin et cos) et hyperboliques (sinh et cosh).
De meˆme qu’a` la section 4.1, nous n’allons pas traiter tous les cas de
conditions aux limites mais simplement le cas le plus courant, celui de la
poutre simplement supporte´e – appuye´e – aux deux extre´mites. Ce cas
conduit aux conditions aux limites suivantes :
1. de´placement nul en x = 0 et x = l :
v(0, t) = v(l, t) = 0 ∀t ∈ R+ (C.13)
2. moment de flexion nul en x = 0 et x = l :
∂2 v(0, t)
∂x2
=
∂2 v(l, t)
∂x2
= 0 ∀t ∈ R+ (C.14)
La solution sera de la forme :
V (x) = C1 · cos(kx) + C2 · sin(kx) + C3 · cosh(kx) + C4 · sinh(kx) (C.15)
Calculons les de´rive´es premie`res et secondes par rapport a` la variable d’es-
pace x :
∂V (x)
∂x
=− C1 · k · sin(kx) + C2 · k · cos(kx)
+ C3 · k · sinh(kx) + C4 · k · cosh(kx) (C.16)
∂2 V (x)
∂x2
=− C1 · k2 · cos(kx)− C2 · k2 · sin(kx)
+ C3 · k2 · cosh(kx) + C4 · k2 · sinh(kx) (C.17)
Injectons ces termes dans les conditions aux limites et de´duisons en la valeur
des parame`tres Ci :
1. en x = 0, nous obtenons directement :
C1 = C3 = 0 (C.18)
2. en x = l, nous trouvons un syste`me de deux e´quations a` deux incon-
nues :
0 = + C2 · sin(kl) + C4 · sinh(kl) (C.19)
0 =− C2 · k2 · sin(kl) + C4 · k2 · sinh(kl) (C.20)
que nous pouvons e´crire sous forme matricielle :(
sin(kl) sinh(kl)
−k2 · sin(kl) k2 · sinh(kl)
)
·
(
C2
C4
)
=
(
0
0
)
(C.21)
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Ce syste`me admet une infinite´ de solutions qui correspondent a` chacun
des modes propres si et seulement si le syste`me n’est pas de Cramer. Pour
cela il faut ne´cessairement que le de´terminant de la matrice soit nul.∣∣∣∣ sin(kl) sinh(kl)−k2 · sin(kl) k2 · sinh(kl)
∣∣∣∣ = 0 ⇒ 2 · k2 sin(kl) · sinh(kl) = 0 (C.22)
Cette e´quation est l’e´quation caracte´ristique des fre´quences propres, les so-
lutions non triviales – diffe´rentes de zero – sont :
ki =
i · pi
l
(C.23)
Nous savons e´galement que k est lie´ a` ω donc :
ωi =k
2
i · a =
( i · pi
l
)2 ·√E · IGz
ρ ·A (C.24)
Vi(x) =Ci · sin(kix) = Ci · sin( i · pi
l
x) (C.25)
Les fonctions propres de l’e´quation (C.25) seront repre´sente´es Fig. C.4.
Fig. C.4 – allure des quatre premiers modes propres Vi(x) des vibrations
transversales de la barre (1 ≤ i ≤ 4)
La solution comple`te est obtenue a` partir des fonctions propres de l’e´quation (C.25)
et de l’e´quation (C.11), ce qui donne finalement, en posant arbitrairement
Ci = 1 :
v(x, t) =
∞∑
i=1
sin(
i · pi
l
x) · (Ai · cos(ωit) +Bi · sin(ωit)) (C.26)
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C.1.4 Prise en compte de la de´formation de cisaillement et
de l’inertie de rotation
Les e´quations qui ont e´te´ de´crites dans la section pre´ce´dente sont lie´es
a` un mode`le simplifie´ de poutre appele´ poutre d’Euler-Bernouilli. Ce
mode`le suffit dans le cas ou` la poutre est tre`s fine par rapport a` sa longueur.
Cependant dans certains cas, le mode`le doit eˆtre comple´te´ pour tenir compte
de deux phe´nome`nes ne´glige´s. Le premier est la prise en compte de l’iner-
tie de rotation d’un e´le´ment de poutre (ne´gligeable lorsque l’e´paisseur est
faible). La seconde est la prise en compte de la de´formation duˆe a` l’effort de
cisaillement ou` il re´sulte qu’apre`s de´formation, les sections ne restent plus
perpendiculaires a` la fibre moyenne. Nous allons, dans un premier temps,
montrer les changements qu’apporte l’inertie de rotation dans l’e´quation
aux de´rive´es partielles puis nous verrons ce qu’apporte la de´formation de
cisaillement.
Prise en compte de l’e´nergie cine´tique de rotation
De meˆme que pre´ce´demment, la condition d’e´quilibre dynamique pour
les forces suivant la direction y donne :
T −
(
T − ∂T
∂x
dx
)
− ρ ·A · dx∂
2 v
∂t2
= 0 (C.27)
La condition d’e´quilibre pour les moments donne maintenant, sans ne´gliger
l’inertie de rotation de l’e´le´ment dx (θ e´tant l’angle entre la section avant et
apre`s de´formation) :
−T · dx− ∂M
∂x
dx− ρ · IGz · ∂
2 θ
∂t2
· dx = 0 (C.28)
On conserve toujours l’hypothe`se que la courbure est proportionnelle au
moment fle´chissant :
M = E · IGz · ∂
2 v
∂x2
(C.29)
et nous savons e´galement que θ = ∂v∂x . La combinaison de ces quatre e´quations
conduit a` la nouvelle e´quation diffe´rentielle :
∂2 v
∂t2
+
E · IGz
ρ ·A ·
∂4 v
∂x4
− IGz
A
· ∂
4 v
∂x2∂t2
= 0 (C.30)
On peut montrer qu’avec les meˆmes conditions aux limites que pre´ce´demment,
les pulsations propres ont un peu e´volue´es par rapport au paragraphe pre´ce´dent2 :
ω′i =
ωi√
1 + IA · ( i.pil )2
(C.31)
2Pour plus de de´tail, on pourra se reporter a` [Courbon84]
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Prise en compte de l’inertie de rotation et de la de´formation de
cisaillement duˆe a` l’effort tranchant
Ce mode`le est plus connu sous le nom de mode`le de poutre de Timo-
shenko – du nom de son auteur. Ce mode`le prend en compte le fait que
la de´formation soit aussi induite par un cisaillement de la poutre. Ainsi les
sections qui, jusqu’alors, e´taient perpendiculaires a` la fibre neutre3 ne le sont
plus. La de´formation est donc de´sormais la somme des deux de´formations
reporte´es sur la Fig. C.54.
M = E · IGz · ∂ϕ
∂x
(C.32)
S = κ ·G ·A · γ (C.33)
Fig. C.5 – relations constitutives du comportement e´lastique de la poutre
de Timoshenko
Cependant, on ne peut pas avoir de cisaillement uniforme sur la section
car les deux faces supe´rieures et infe´rieures sont libres de contrainte, ceci
implique que la force de cisaillement est distribue´e de manie`re non uniforme
– distribution parabolique. Pour pouvoir conserver un mode`le monodimen-
sionnel, on utilise un moyennage sur la section qui est introduit par le facteur
κ. Ce facteur de´pend de la section et du type de moyennage. Nous obtenons
avec γ = ∂v∂x − ϕ la de´formation de la Fig. C.6
E´crivons les diffe´rentes e´quations pour les nouvelles hypothe`ses : prise
en compte de l’inertie de rotation et de la de´formation de cisaillement :
1. Principe de d’Alembert :
(a) translation :
−∂T
∂x
+ ρ ·A · ∂
2 v
∂t2
= 0 (C.34)
3on rappelle que la fibre neutre est la fibre longitudinale qui ne subit ni e´longation, ni
compression
4on pourra trouver de plus amples renseignements dans l’ouvrage de S.H. Crandall p
344 [Crandall+68]
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Fig. C.6 – mode`le de poutre continue de Timoshenko
(b) rotation :
−∂M
∂x
− T + ρ · IGz · ∂
2 ϕ
∂t2
= 0 (C.35)
2. relation de flexion avec prise en compte de la de´formation de cisaille-
ment :
T =κ ·G ·A ·
(∂v
∂x
− ϕ
)
(C.36)
M =E · IGz · ∂ϕ
∂x
(C.37)
Ce qui conduit a` un syste`me de deux e´quations couple´es :
ρ ·A · ∂
2 v
∂t2
=
∂
∂x
(
κ ·G ·A ·
(∂v
∂x
− ϕ
))
(C.38)
ρ · IGz · ∂
2 ϕ
∂t2
=
∂
∂x
(
E · IGz · ∂ϕ
∂x
)
+ κ ·G ·A ·
(∂v
∂x
− ϕ
)
(C.39)
Pour une poutre uniforme, on peut sortir ϕ du syste`me d’e´quation et il
reste :
∂4 v
∂x4
−
( ρ
κ ·G +
ρ
E
)
· ∂
4 v
∂x2∂t2
+
( ρ ·A
E · IGz
)
· ∂
2 v
∂t2
+
( ρ
κ ·G ·
ρ
E
)
· ∂
4 v
∂t4
= 0
(C.40)
On peut e´galement raisonner a` partir des valeurs des e´nergies cine´tiques et
potentielles qui valent maintenant :
V =1
2
·
∫ l
0
E · IGz ·
(∂ ϕ
∂x
)2
+ κ ·G ·A ·
(∂v
∂x
− ϕ
)2
dx (C.41)
T =1
2
·
∫ l
0
ρ ·A ·
(∂ v
∂t
)2
+ ρ · IGz ·
(∂ ϕ
∂t
)2
dx (C.42)
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et de nouveau utiliser le The´ore`me de Hamilton ou les e´quations de La-
grange, on obtiendrait finalement les meˆmes e´quations.
On a vu que la prise en compte de ces e´le´ments compliquait conside´rab-
lement les e´quations. La prise en compte uniquement de l’e´nergie cine´tique
de rotation conduit a` une e´quation moins complexe mais toutes les e´tudes
montrent que ce phe´nome`ne e´tait d’importance moindre que la de´formation
de cisaillement, il est donc logique de prendre en compte l’inertie de rotation
apre`s la de´formation duˆe au cisaillement. Dans le cas d’une poutre mince,
c’est-a`-dire d’e´paisseur bien infe´rieure a` la longueur, l’influence de ces deux
parame`tres reste cependant faible et il est donc acceptable de les ne´gliger et
de revenir au mode`le de poutre d’Euler-Bernouilli.
C.2 Comportement vibratoire d’un anneau mince
Pour cette e´tude, nous n’e´tudierons que la de´formation de la fibre moyen-
ne. Dans le cas ou` l’e´paisseur apporte une contribution, cette dernie`re sera
prise en compte au niveau des parame`tres mc et e de´crits dans la section 4.2
qui modifierons la valeur du moment quadratique et donc e´galement la
variation de courbure. Apre`s calcul de l’e´quation diffe´rentielle de la ligne
e´lastique, nous traiterons d’abord du cas de la de´formation d’extension puis
de la de´formation de flexion en utilisant toujours les deux approches – clas-
sique ou e´nerge´tique.
C.2.1 E´quation diffe´rentielle de la ligne e´lastique
Nous allons e´tudier l’e´quation diffe´rentielle de la ligne e´lastique d’une
barre courbe mince, a` fibre moyenne circulaire. La longueur initiale d’un
e´le´ment et sa courbure initiale valent :
ds =Rdθ (C.43)
dθ
ds
=
dθ
R · dθ =
1
R
(C.44)
Pour une fle`che assez faible, apre`s de´formation, la courbure est donne´e par
l’e´quation (C.45) et la Fig C.7 :
1
R1
=
dθ + ∆dθ
ds + ∆ds
(C.45)
L’angle correspondant a` la section n1 vaut
du
ds +
d2 u
ds2 ds d’ou` ∆dθ =
d2 u
ds2 ds.
La variation de longueur est sensiblement e´gale a` ∆ds = −udθ = −udsR .
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Fig. C.7 – De´formation de la section d’une poutre courbe (notations de la
Fig par rapport au texte : r1 = R1, r = R et ϕ = θ)
On obtient finalement5 :
1
R1
− 1
R
= − M
E · IGz =
d2 u
ds2
+
u
R2
(C.46)
C.2.2 De´formation de flexion
Approche classique : forces, de´placements et principe de d’Alem-
bert
Contrairement au cas d’une poutre droite, la courbure initiale apporte
un couplage entre les de´placements radiaux u et tangentiaux v. Ils faut donc
calculer ces deux parame`tres en meˆme temps.
Fig. C.8 – anneau mince
5ces diffe´rents calculs peuvent eˆtre retrouve´s dans des ouvrages de re´sistance des
mate´riaux tels que [Timoshenko68] Tome I p 383–385
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Soit N , l’effort normal a` une section, T l’effort tranchant, R le rayon
initial de l’anneau, ρ ·A la masse par unite´ de longueur de l’anneau, M le
moment fle´chissant et h l’e´paisseur de l’anneau.
En supposant, le rayon R suffisamment grand devant l’e´paisseur h, nous
obtenons a` l’aide du principe de d’Alembert le jeu de trois e´quations sui-
vantes6 7 :
∂T
∂θ
+N − ρ ·A ·R · ∂
2 u
∂t2
= 0 (C.47)
∂N
∂θ
− T − ρ ·A ·R · ∂
2 v
∂t2
= 0 (C.48)
∂M
∂θ
+ T ·R− Im · ∂
2
∂t2
(∂u
∂θ
+ v
)
= 0 (C.49)
Ces trois e´quations sont comple´te´es par la condition d’inextension de la
ligne centrale ∂v∂θ = u et l’e´quation diffe´rentielle de la ligne e´lastique que
nous avons exprime´e pre´ce´demment et qui prend maintenant la forme :
M =
E · IGz
R2
·
(∂2 u
∂θ2
+
∂v
∂θ
)
(C.50)
Pour pouvoir re´soudre cette e´quation analytiquement, on conserve l’hy-
pothe`se de´ja` utilise´e pour les barres droites qui consiste a` ne´gliger l’inertie
de rotation. Cette hypothe`se est admise car nous travaillons sur des poutres
minces. Nous obtenons :
∂M
∂θ
+ T ·R ≈ 0 (C.51)
Graˆce a` ce jeu d’e´quation, on peut trouver l’e´quation diffe´rentielle pour u
et pour v. On exprime tout d’abord T en fonction de v, nous obtenons :
T = −E · IGz
R3
·
(∂4 v
∂θ4
+
∂2 v
∂θ2
)
(C.52)
Puis, on en de´duit N :
N =ρ ·A ·R · ∂
3 u
∂t2∂θ
− ∂T
∂θ
=ρ ·A ·R · ∂
3 u
∂t2∂θ
− E · IGz
R3
·
(∂5 v
∂θ5
+
∂3 v
∂θ3
)
(C.53)
En replacant le tout dans la dernie`re e´quation non utilise´e, nous obtenons
une e´quation diffe´rentielle pour v de la forme :
E · IGz
R4
(∂6 v
∂θ6
+ 2 · ∂
4 v
∂θ4
+
∂2 v
∂θ2
)
= ρ ·A · ∂
2
∂t2
(
v − ∂
2 v
∂θ2
)
(C.54)
6deux en translation (suivant ~eR et ~eθ) et une en rotation (autour de ~ez)
7ce jeu d’e´quation a e´te´ obtenu par l’auteur a` partir du travail re´alise´ par A.E.H. Love
sur la vibration des tores, dans son ouvrage [Love44]
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Pour de´terminer les fonctions normales des vibrations propres, on doit
conside´rer v comme fonction stationnaire, sinuso¨ıdale en temps. Soit :
v(t, θ) = V (θ) · cos(ωt+ ϕ) (C.55)
L’e´quation (C.54) s’e´crit pour V (θ) :
∂6 V
∂θ6
+ 2 · ∂
4 V
∂θ4
+
∂2 V
∂θ2
·
(
1− ρ ·A ·R
4 · ω2
E · IGz
)
+ V ·
(ρ ·A ·R4 · ω2
E · IGz
)
= 0
(C.56)
La solution d’une telle e´quation ne peut eˆtre que trigonome´trique :
V (θ) =
3∑
ν=1
(
Aν · cos(nνθ) + Bν · sin(nνθ)
)
(C.57)
Avec les trois nν , racines de l’e´quation :
n2 · (n2 − 1)2 = (n2 + 1) · ρ ·A ·R
4 · ω2
E · IGz (C.58)
D’apre`s la condition de continuite´ – anneau entier – , n doit force´ment
eˆtre entier supe´rieur a` l’unite´, les pulsations propres sont donc donne´es par
l’e´quation :
ω2n =
E · IGz
ρ ·A ·R2 ·
n2 · (n2 − 1)2
(n2 + 1)
(C.59)
L’e´quation pour u est obtenue en utilisant ∂v∂θ = u, ainsi, il y a un
de´phasage spatial de pi2 entre u et v – les sinus deviennent des cos et inver-
sement. De plus, pour n = 1, on constate que la pulsation propre est nulle,
ceci s’explique par l’allure de la de´forme´e de la Fig C.9 ou` l’on constate
qu’on a un mode de corps rigide – un de´placement sans de´formation – qui
ne peut qu’avoir une pulsation propre nulle pour des conditions aux limites
libre-libre. Pour n = 2, l’anneau est de´forme´ sous son mode fondamental
Fig. C.9 – mode de corps rigide de l’anneau – n = 1
de flexion. Le nombre de noeuds8 augmente alors comme deux fois n (cf.
Fig C.10).
8un nœud est un point ou` la de´forme´e est nulle, un ventre est un point ou` la de´forme´e
est maximale
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Fig. C.10 – modes de flexion de l’anneau : (a) n = 2, (b) n = 3, (c) n = 4
Approche e´nerge´tique : e´nergie cine´tique, potentielle, principe de
Hamilton et e´quations de Lagrange .
On a vu lors de l’e´tude de l’e´quation diffe´rentielle de la ligne e´lastique
que l’e´longation unitaire de la ligne centrale valait εθθ = − uR + ∂vR∂θ et que
la variation de courbure valait9 :
1
R1
− 1
R
=
M
E · IGz =
d2 u
ds2
+
u
R2
=
d2 u
R2 · dθ2 +
u
R2
(C.60)
Nous avons pu montrer pre´ce´demment que pour le cas le plus ge´ne´ral d’une
vibration de flexion, nous pouvions exprimer le de´placement u sous forme
d’une se´rie trigonome´trique :
u(t, θ) = a1 · cos(θ) + a2 · cos(2θ) + · · ·+ b1 · sin(θ) + b2 · sin(2θ) + · · ·
(C.61)
ou` tous les coefficients an et bn sont des fonctions du temps.
De meˆme que pre´ce´demment, on peut conside´rer les flexions sans exten-
sion, on a alors εθθ = 0 et
∂v
∂θ = u, ce qui nous donne pour v :
v(t, θ) = −a1 · sin(θ)− 1
2
· a2 · sin(2 · θ)− · · ·+ b1 · cos(θ) + · · · (C.62)
A` partir du moment de flexion de n’importe quelle section M = E·IGz
R2
·(
∂2 u
∂θ2 + u
)
, on de´duit l’e´nergie potentielle de flexion, soit :
V = 1
2
·
∫ 2pi
0
E · IGz
R4
·
(∂2 u
∂θ2
+ u
)2
Rdθ (C.63)
9contrairement a` la section sur le calcul de l’e´quation diffe´rentielle de la ligne e´lastique,
on conside`re dans cette section que u est de´fini positif vers l’exte´rieur de l’anneau, ce qui
change les signes de l’e´quation (C.60)
C.2. ANNEAU MINCE 187
Les fonctions trigome´triques sont orthogonales entre elles, c’est a` dire :∫ 2pi
0
cos(n1θ) · cos(n2θ) dθ = 0 (n1 6= n2)∫ 2pi
0
sin(n1θ) · sin(n2θ) dθ = 0 (n1 6= n2)∫ 2pi
0
cos(n1θ) · sin(n1θ) dθ = 0∫ 2pi
0
cos2(n1θ) dθ =
∫ 2pi
0
sin2(n1θ) dθ = pi
(C.64)
On obtient donc en remplacant u et v par leurs se´ries trigonome´triques :
V = E · IGz · pi
2 ·R3 ·
∞∑
n=1
(1− n2)2 · (a2n + b2n) (C.65)
L’e´nergie cine´tique prend la forme suivante :
T = ρ ·A
2
·
∫ 2pi
0
(u˙2 + v˙2)Rdθ (C.66)
On obtient de nouveau en remplacant u et v par leurs se´ries trigonome´triques :
T = ρ ·A ·R · pi
2
·
∞∑
n=1
(1− 1
n2
) · (a˙2n + b˙2n) (C.67)
Une fois les e´nergies cine´tiques et potentielles connues, on calcule le La-
grangien L = T − V que l’on reporte dans les e´quations de Lagrange,
solutions du proble`me de minimisation de l’inte´grale d’action A pour un
syste`me conservatif – n’ayant pas de fonction de dissipation.
d
dt
(∂L
∂q˙
)
−
(∂L
∂q
)
= 0 (C.68)
Les fonctions an et bn jouant le roˆle des coordonne´es ge´ne´ralise´es q. On
obtient pour ces deux coordonne´es exactement la meˆme e´quation :
pi ·R · ρ ·A · (1− 1
n2
) · q¨ + E · IGz · pi
R3
· (1− n2)2 · q = 0
q¨ +
E · IGz · n2 · (1− n2)2
ρ ·A ·R4 · (1 + n2) · q = 0 (q = an ou q = bn) (C.69)
La pulsation propre associe´e a` chaque mode n est alors de´finie par :
ω2 =
E · IGz · n2 · (1− n2)2
ρ ·A ·R4 · (1 + n2) (C.70)
On retrouve donc exactement la meˆme e´quation qu’avec la me´thode directe.
De meˆme pour n = 1, on obtient ω1 = 0, on a donc u = a1 · cos(θ) et
v = a1 · sin(θ) : l’anneau tourne avec un mouvement de corps rigide. Pour
n = 2, l’anneau est de´forme´ sous son mode fondamental de flexion.
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C.2.3 De´formation d’extension
Approche classique : forces, de´placements et principe de d’Alem-
bert
La vibration d’un anneau comprend e´galement une vibration d’extension
analogue a` celle d’une poutre droite – vibration longitudinale. L’extension de
la ligne centrale εθθ et la tension – force d’extension – N valent de´sormais :
εθθ =
1
R
·
(∂v
∂θ
− u
)
(C.71)
N =E ·A · εθθ = E ·A
R
·
(∂v
∂θ
− u
)
(C.72)
Les valeurs de la force de cisaillement et du moment fle´chissant sont d’ordre
quatre de l’e´paisseur alors que la force normale est d’ordre deux, on peut
donc en premie`re approximation ne´gliger ces deux efforts devant la force
normale. Le jeu d’e´quation ainsi obtenu sera :
ρ ·A ·R · ∂
2 u
∂t2
− E ·A
R
·
(∂v
∂θ
− u
)
= 0 (C.73)
ρ ·A ·R · ∂
2 v
∂t2
− E ·A
R
·
(∂2v
∂θ2
− ∂u
∂θ
)
= 0 (C.74)
De meˆme que pre´ce´demment, nous avons un mouvement harmonique en
temps et en espace de la forme :
u(t, θ) =
(
An · sin(nθ) +Bn · cos(nθ)
)
· cos(ωt+ ϕ) (C.75)
v(t, θ) =n ·
(
An · cos(nθ)− Bn · sin(nθ)
)
· cos(ωt+ ϕ) (C.76)
ou` les pulsations propres valent de´sormais :
ω2n =
E ·A
ρ ·A ·R2 · (1 + n
2) (C.77)
On remarque que quand n = 0, v devient nul, u est inde´pendant de θ et
l’e´quation du mouvement est exactement satisfaite10. l’anneau vibre radia-
lement et la ligne centrale forme un cercle de rayon variable pe´riodiquement.
Les sections bougent alors radialement sans rotation suivant la Fig C.11.
Approche e´nerge´tique : e´nergie cine´tique, potentielle, principe de
Hamilton et e´quations de Lagrange .
Dans la section pre´ce´dente, nous avons vu qu’il y avait une infinite´ de
mode d’extension de l’anneau mais que nous ne conservions que le premier,
10les valeurs des pulsations propres d’extension ne sont connues analytiquement exacte-
ment que pour le mode n = 0, pour les autres valeurs de n, la formule (C.77) n’est qu’une
solution approche´e (cf. [Love44])
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Fig. C.11 – de´formation d’extension de l’anneau – n = 0
c’est a` dire celui correspondant a` n = 0 et v = 0. Dans ce cas, l’alon-
gement unitaire de l’anneau dans la direction de circonfe´rence (contrainte
d’extension) est e´gale a` εθθ =
∂v
∂s = − uR . L’energie potentielle de de´formation
est, dans ce cas, l’e´nergie de de´formation d’une extension simple, soit avec
N = A · σθθ et σθθ = E · εθθ = E · ∂u∂x :
V =1
2
·
∫ l
0
E ·A
(∂v
∂s
)2
ds
=
1
2
·
∫ 2pi
0
E ·A
( u
R
)2
Rdθ
=
E ·A · u2
2 ·R2 · 2 · pi ·R (C.78)
Pour l’e´nergie cine´tique, avec la quantite´ de mouvement valant ρ ·A∂u∂t :
T =1
2
·
∫ l
0
ρ ·A
(∂u
∂t
)2
ds
=
1
2
·
∫ 2pi
0
ρ ·A
(
u˙
)2
Rdθ
=
ρ ·A · u˙2
2
· 2 · pi ·R (C.79)
Nous savons que les pulsations propres se calculent pour un mouvement
sinuso¨ıdal en temps ce qui implique qu’avec ω la pulsation propre, on ait
u˙max = ω ·umax. La pulsation propre correspond a` la pulsation qui rend e´gale
l’e´nergie maximale cine´tique et potentielle : Tmax = Vmax . En e´galisant les
deux expressions de T et V , on trouve finalement que11 :
ω20 =
E ·A
ρ ·A ·R2 =
E
ρ ·R2 (C.80)
11l’utilisation du the´ore`me d’e´galite´ des e´nergies cine´tique et potentielle est
couramment utilise´, on le trouve pour le meˆme calcul que ci-dessus dans
[TimoshenkoYoungWeaver74] et il a e´galement e´te´ utilise´ par R.S. Colby pour le
calcul du premier mode propre de flexion d’un stator de machine a` reluctance variable
[ColbyMottierMiller96]
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On trouve bien la meˆme pulsation propre d’extension (pour n = 0) que celle
calcule´e par la me´thode classique. On constate que dans ce cas, la me´thode
e´nerge´tique est beaucoup plus simple qu’une me´thode directe puisqu’elle n’a
pas besoin d’exprimer la valeur de tous les efforts.
En conclusion, dans cette section, on a mis en e´vidence les diffe´rents
comportements d’un anneau mince en vibration, modes d’extension, modes
de corps rigides et modes de flexion, le comportement global est alors une
superposition de ces diffe´rents cas en fonctions des conditions initiales. Les
deux me´thodes – classique ou e´nerge´tique – conduisent exactement aux meˆmes
re´sultats, l’utilisation de l’une ou l’autre reste au choix de l’utilisateur. La
me´thode e´nerge´tique est plus rapide car nous ne sommes pas oblige´s de
de´finir tous les efforts, cependant cette technique ne´cessite une bonne intui-
tion du comportement de la structure et, en cela, elle reste moins courante
pour les calculs analytiques. Elle est, cependant, tre`s utilise´e pour les calculs
utilisant des me´thodes nume´riques (calcul des variations).
C.3 Re´ponse dynamique de la structure sur le mode
de corps rigide
Le mode de corps rigide n’est, d’apre`s tout ce que nous avons vu, qu’un
cas particulier du comportement en flexion pure pour le rang d’espace n = 1.
Afin de le confirmer et de comprendre pre´cise´ment comment prend forme ce
mouvement d’ensemble nous allons e´tudier ce mouvement par deux me´thodes,
tout d’abord en partant de l’e´quation aux de´rive´es partielles qui re´git le com-
portement en flexion pure puis en utilisant l’e´quation diffe´rentielle qui re´git
le comportement dynamique d’une structure rigide.
Nous avons vu que ce mouvement prenait forme lorsqu’il e´tait soumis
a` un champ de force harmonique dont le rang d’espace e´tait 1. Nous com-
mencerons l’e´tude en posant que le champ de force est un champ de force
stationnaire12 repre´sente´ par la Fig. C.12 :
~q(t, θ) = q1 · sin(ωt) · cos(θ + ϕ1) · ~er (C.81)
Pour le cas ϕ1 = pi/2, l’expression de ~q(t, θ) peut s’e´crire en terme de sin
au lieu de cos :
~q(t, θ) = q1 · sin(ωt) · sin(θ) · ~er (C.82)
Exprimons ce champ, non pas suivant le vecteur radial ~er comme il a e´te´
calcule´ a` partir du tenseur de Maxwell, mais dans le repe`re R0(x, y) fixe
12nous verrons a` la fin de cette section la ge´ne´ralisation quand le champ de force est,
non pas stationnaire, mais tournant
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Fig. C.12 – champ de force stationnaire de rang d’espace 1 et de phase
ϕ1 = pi/2
par rapport au stator :
~q =q1 · sin(ωt) · sin(θ) · ~er
=q1 · sin(ωt) · sin(θ) · (cos(θ) · ~ex + sin(θ) · ~ey) (C.83)
Soit sous la forme vectorielle dans la base (~ex, ~ey) :
~q =
(
q1 · sin(ωt) · sin(θ) · cos(θ)
q1 · sin(ωt) · sin(θ) · sin(θ)
)
(C.84)
Calculons la re´sultante – force totale – de ce champ de force dans le repe`re
R0(x, y) :
~F =
∫ 2pi
0
~q Rdθ
~F =
∫ 2pi
0
(
q1 · sin(ωt) · sin(θ) · cos(θ)
q1 · sin(ωt) · sin(θ) · sin(θ)
)
Rdθ
~F =
(
0
q1 · sin(ωt) ·R · pi
)
(C.85)
La re´sultante de ce champ est donc porte´e par la direction de la phase de ce
champs dans l’e´quation (C.81), soit pour le cas ϕ1 = pi/2, par l’axe y.
C.3.1 De´monstration a` partir de l’e´quation aux de´rive´es par-
tielles de flexion
Si nous voulons montrer qu’il se produit un mouvement de corps rigide,
alors il faudra montrer que pour chaque point M du stator, le de´placement
est inde´pendant de ce point et est porte´ par l’axe de la force qui a cre´e´ ce
de´placement, soit dans le cas ϕ1 = pi/2, par l’axe y.
Dans la section pre´ce´dente, nous avons montre´ que pour le mouvement
de flexion pure, pour le rang d’espace n = 1, la fre´quence propre e´tait nulle
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pour des conditions aux limites libre-libre. Suivant la direction radiale ~er, ce
de´placement s’exprimait par u(θ, t)13 :
u(θ, t) =
qn
ρ ·A · (1 + n2) · (p2n − ω2n)
· sin(ωnt) · sin(nθ)
=
q1
ρ ·A · 2 · (−ω21)
· sin(ω1t) · sin(θ) (C.86)
En flexion pure, on a formule´ l’hypothe`se qu’il y a flexion sans e´longation,
soit u = −∂v∂θ , ce qui permet d’exprimer le de´placement v suivant la direction
tangentielle ~eθ :
v(θ, t) =
q1
ρ ·A · 2 · (−ω21)
· sin(ω1t) · cos(θ) (C.87)
(u, v) e´tant exprime´s dans le repe`re R1(~er, ~eθ), exprimons les dans le repe`re
R0(x, y) par utilisation du changement de repe`re suivant :(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
·
(
er
eθ
)
=
(
ex
ey
)
(C.88)
soit : (
ux
uy
)
=
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
·
(
u
v
)
=
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
·
( q1
ρ·A·2·(−ω21)
· sin(ω1t) · sin(θ)
q1
ρ·A·2·(−ω21)
· sin(ω1t) · cos(θ)
)
=
(
0
− q1
ρ·A·2·ω21
· sin(ω1t)
)
(C.89)
L’e´quation (C.89) confirme que le de´placement de chaque point M
est bien porte´ par l’axe y et ne de´pend pas de la position de ce point –
inde´pendant de θ – ce qui correspond bien a` un mouvement de corps rigide.
C.3.2 De´monstration a` partir de l’e´quation diffe´rentielle d’un
mouvement d’ensemble encore appele´ mouvement de
corps rigide
Pour notre de´monstration, on peut e´galement partir de l’e´quation dyna-
mique d’un corps rigide et montrer que nous arrivons aux meˆmes expressions
du de´placement que dans l’e´quation (C.89).
13Dans cette de´monstration, nous conside´rons la force comme stationnaire, le
de´placement que nous devons utiliser, devrait eˆtre note´ u˘ et non u mais pour des rai-
sons de facilite´ d’e´criture, nous le noterons tout de meˆme u
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Un corps rigide est un corps qui obe´it a` la loi de Newton dans son
ensemble. Soit pour son de´placement ~u :
m0 · ∂
2 ~um0
∂t2
= ~F (C.90)
avec m0 la masse de l’ensemble de la structure, ~F la re´sultante de force
applique´e a` cet ensemble et ~um0 le de´placement d’ensemble. Pour notre
anneau, m0 peut eˆtre obtenue comme :
m0 =
∫ 2pi
0
ρ ·ARdθ = ρ ·A ·R · 2pi (C.91)
La re´sultante ~F a e´te´ calcule´e au de´but de cette sous-section suivant x et y
pour ϕ1 =
pi
2 :
ρ ·A ·R · 2pi · ∂
2
∂t2
(
um0, x
um0 , y
)
=
(
0
q1 · sin(ωt) ·R · pi
)
(C.92)
En inte´grant deux fois cette e´quation et en posant comme conditions initiales
qu’a` t = 0, le stator est fixe14 on obtient :(
um0 , x
um0, y
)
=
(
0
− q1
2·ρ·A cdotω21
· sin(ωt)
)
(C.93)
On trouve que le mouvement d’ensemble est identique au mouvement de
chacun des points M calcule´ pre´ce´demment et que ce mouvement est bien
porte´ par l’axe y. Il est e´galement fonction sinuso¨ıdalement du temps a` la
pulsation du champ d’effort.
C.3.3 Conclusion sur le mouvement de corps rigide
On a montre´ dans ces deux sous-sections, soit en partant de l’e´quation
aux de´rive´es partielles qui re´git le comportement de flexion, soit en partant
de l’e´quation diffe´rentielle d’un corps rigide en mouvement, que pour une
force harmonique stationnaire de rang d’espace n = 1, on obtient un mouve-
ment rigide d’ensemble porte´ par la direction de la force re´sultante. Si a` la
place d’un champ stationnaire, nous avons un champ tournant – ce qui est
le cas pour les champs de force d’origine e´lectromagne´tique – le de´placement
instantane´ d’ensemble sera donc porte´ par la direction instantane´e de la force
d’excitation. Ainsi, a` un effort tournant a` la vitesse ω1, nous obtiendrons un
de´placement d’ensemble du stator tournant e´galement a` la vitesse ω1.
La fre´quence propre de ce mode de corps rigide pour une section a
e´te´ calcule´e e´gale a` ze´ro Hertz. Cependant, nous avons effectue´ le calcul
14ces conditions initiales permettent d’annuler les constantes qui apparaitrons lors des
inte´grations successives
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en conside´rant uniquement le cas bi-dimensionnel – une section – avec des
conditions aux limites libre-libre. Dans le cas d’une e´tude en trois dimensions,
on verra que ce mode peut correspondre a` diffe´rents modes longitudinaux :
1. mode longitudinal de rang ze´ro : la de´forme´e du stator est uniforme
suivant la direction axiale. Pour des conditions aux limites libre-libre,
cela conduit a` une fre´quence propre de corps rigide nulle, il est bien
e´vident que dans la re´alite´, si le moteur est fixe´ a` un support par
l’interme´diaire d’un e´le´ment ayant une certaine raideur ksupport, on
aura toujours un mouvement de corps rigide pour le stator – mouve-
ment d’ensemble. Par rapport au support, nous aurons, pour chaque
direction, un mouvement masse - ressort (m0, ksupport) d’un syste`me
a` un degre´ de liberte´ dont la pulsation propre vaudra
√
ksupport
m0
(cf.
Fig. C.13).
Fig. C.13 – mouvement masse-ressort du stator rigide fixe´ par l’in-
terme´diaire d’une certaine raideur a` son support
2. mode longitudinal dit de poutre (bending mode) : suivant la variable
axiale, le stator se de´forme comme une poutre en flexion (cf. an-
nexe C.1). Chaque section de la poutre ne subit aucune de´formation
mais un mouvement d’ensemble transversal tel que celui de la Fig C.14.
Lorsqu’on e´tudie le stator en trois dimensions et non plus uniquement
en deux dimensions (juste une section du stator), le mode propre de corps
rigide d’une section ne correspond plus force´ment a` un mode de corps rigide
de l’ensemble du stator. En pratique, on mesurera une fre´quence propre du
mode de flexion 2D de rang n = 1 diffe´rente de ze´ro.
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Fig. C.14 – allure des quatre premiers modes propres de vibrations trans-
versales d’une poutre (1 ≤ i ≤ 4)
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Annexe D
Description de la machine
utilise´e et du dispositif
expe´rimental
L’objectif de cette annexe est de pre´senter la machine utilise´e dans les
diffe´rents essais ainsi que le dispositif expe´rimental.
D.1 Description de la machine e´tudie´e
La machine utilise´e dans les essais est une machine de´veloppe´e par le
Laboratoire d’E´lectrome´canique de Compie`gne. Notre choix s’est porte´ sur
cette machine car nous en connaissions parfaitement les caracte´ristiques
ge´ome´triques.
Il s’agit d’une machine asynchrone triphase´e de faible tension d’alimen-
tation (entre 9 et 12 V) d’environ 700 W. Le nombre de paires de poˆles est
2, ce qui donne une vitesse de synchronisme sur le re´seau 50 Hz de 1500
tours/min.
Le stator est un stator a` 27 encoches, a` double couche et a` pas fraction-
naire comme on peut le voir sur la Fig. D.1.
Le rotor est un rotor a` cage plus classique. Il se compose de 21 encoches
rondes telles que de´crites sur la Fig. D.1.
D.2 Dispositif expe´rimental
La Fig. D.2 repre´sente le dispositif expe´rimental utilise´ pour effectuer
les mesures de validation des mode`les de´veloppe´s.
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Fig. D.1 – description de la machine d’e´tude
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Fig. D.2 – description du dispositif expe´rimental
Pour les essais e´lectrome´caniques, le dispositif est exactement celui de
la Fig. D.2, en revanche, pour les essais vibratoires et acoustiques, nous
avons de´saccoupler la machine de son banc – et donc de la machine de
charge puis nous l’avons suspendu sur des ressorts de faibles raideurs afin
de mieux simuler les conditions aux limites libre-libre. Les essais acoustiques
ont, de plus, e´te´ re´alise´s en chambre semi-ane´cho¨ıque (cf. Fig. D.3). Les
releve´s vibratoires et acoustiques ont e´te´ re´alise´s a` l’aide de l’oscilloscope
nume´rique YOKOGAWA puis transfe´re´s sur micro-ordinateur pour un trai-
tement nume´rique sous Matlab.
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Fig. D.3 – photographie du dispositif expe´rimental : moteur suspendu en
chambre semi-ane´cho¨ıque
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